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PRÉFACE 


Quoique  les  vérités  mathématiques  se  déduisent,  dans  un 
ordre  rigoureux,  d'un  petit  nombre  de  principes  réputés 
évidents,  on  ne  parvient  point  à  les  posséder  pleinement 
en  commençant  par  ces  principes,  en  en  suivant  pas  à  pas 
les  déductions,  en  allant  toujours  dans  le  même  sens  du 
connu  à  l'inconnu,  sans  jamais  revenir  en  arrière  sur  un 
chemin  où  l'on  n'a  rien  laissé  d'obscur.  Le  sens  et  la 
portée  des  principes  échappent  au  débutant,  qui  saisit  mal 
la  distinction  entre  ce  qu'on  lui  demande  d'accorder  et 
les  conséquences  purement  logiques  des  hypothèses  ou  des 
axiomes;  parfois,  la  démonstration  lui  pai^aît  plus  obscure 
que  l'énoncé  ;  c'est  en  vain  qu'il  s'attarderait  dans  la  région 
des  principes  pour  la  mieux  connaître,  il  faut  que  son  esprit 
acquière  des  habitudes  qu'il  n'a  pas,  qu'il  aille  en  avant, 
sans  trop  savoir  ni  où  il  va,  ni  d'où  il  part;  il  piendra 
confiance  dans  ce  mode  de  raisonnement  auquel  il  lui  faut 
plier  son  intelligence,  il  s'habituera  aux  symboles  et  à  leurs 
combinaisons.  Revenant  ensuite  sur  ses  pas,  il  sera  capable 
de  voir,  du  point  de  départ  et  d'un  seul  coup  d'œil,  le  che- 
min parcouru  :  quelques  parties  de  la  route  resteront  pour 
lui  dans  l'ombre,  quelques-unes  même  seront  peut-être 
entièrement  ol)scures;  mais  d'autres  sont  vivement  éclai- 
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rées;  il  sait  nettement  comment  on  peut  aller  de  cette 
vérité  à  cette  autre  ;  il  sait  où  il  doit  porter  son  attention  ; 
ses  yeux  mieux  exercés  arrivent  à  voir  clair  dans  ces  pas- 
sages difficiles  dont  il  n'aurait  jamais  pu  se  rendre  maître 
s'il  ne  les  avait  franchis;  il  est  maintenant  capable  d'aller 
plus  loin  ou  de  suivre  une  autre  direction;  il  entre  en 
possession  de  vérités  nouvelles  qui  s'ajoutent  aux  vérités 
anciennes  et  qui  les  éclairent  ;  il  s'étonne  parfois  des  pers- 
pectives inattendues  qui  s'ouvrent  devant  lui  et  lui  laissent 
voir,  sous  un  aspect  nouveau,  des  régions  qu'il  croyait 
connaître  entièrement;  peu  à  peu  les  ombres  disparaissent 
et  la  beauté  de  la  science,  si  une  dans  sa  riche  diversité, 
lui  apparaît  avec  tout  son  éclat. 

Ce  qui  se  passe  dans  l'esprit  de  celui  qui  étudie  les 
mathématiques  n'est  que  l'image  de  ce  qui  s'est  passé  dans 
la  création  et  l'organisation  de  la  science;  dans  ce  long 
travail,  la  rigueur  déductive  n'a  pas  été  seule  à  jouer 
un  rôle.  On  peut  raisonner  fort  bien  et  fort  longtemps 
sans  avancer  d'un  pas,  et  la  rigueur  n'empêche  pas  un 
raisonnement  d'être  inutile.  Même  en  mathématiques, 
c'est  souvent  par  des  chemins  peu  sûrs  que  l'on  va 
à  la  découverte.  Avant  de  faire  la  grande  route  qui  y 
mène,  il  faut  connaître  la  contrée  où  l'on  veut  aller; 
c'est  cette  connaissance  même  qui  permet  de  trouver 
les  voies  les  plus  directes;  c'est  l'expérience  seule  qui 
indique  les  points  où  il  faut  porter  l'effort;  ce  sont  les 
difficultés,  parfois  imprévues,  qui  se  dressent  devant  les 
géomètres  qui  les  forcent  à  revenir  au  point  de  départ, 
à  chercher  une  route  nouvelle  qui  permette  de  tourner 
l'obstacle.  S'imagine-t-on,  par  exemple,  les  inventeurs  du 
calcul  différentiel  et  intégral  s'acharnant,  avant  d'aller  plus 
loin,  sur  les  notions  de  dérivée  et  d'intégrale  définie?  Ne 
valait- il  pas  mieux  montrer  la  fécondité  de  ces  notions, 
dont  l'importance  justifie  le  soin  qu'on  a  mis  à  les  éclaircir? 
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Cette  révision  luème,  qu'on  a  faite  de  notre  temps,  l'aurait- 
on  entreprise  sans  les  questions  que  l'étude  des  fonctions  et 
particulièrement  des  séries  trigonométriques  a  posées  d'une 
manière  inévitable? 

Pour  en  revenir  à  l'enseignement,  il  me  semble  que,  dans 
notre  système  d'instruction,  la  révision  des  principes  de 
l'analyse  s'impose  nécessairement  comme  transition  entre 
les  matières  que  l'on  traite  dans  les  cours  de  Mathématiques 
spéciales  et  celles  que  l'on  étudie  soit  dans  les  Facultés, 
soit  dans  les  Écoles  d'enseignement  supérieur.  A  la  fin  de 
la  classe  de  Mathématiques  spéciales,  les  élèves  sont  maîtres 
d'un  nombre  de  faits  mathématiques  déjà  considérable;  ils 
possèdent  les  éléments  de  l'Algèbre,  de  la  Géométrie  analy- 
tique, et  même  du  Calcul  différentiel  et  intégral.  Un  classe- 
ment rigoureux  de  ces  matériaux  est  indispensable.  C'est 
pour  faciliter  ce  travail,  en  ce  qui  concerne  l'Analyse,  que 
je  me  suis  décidé  à  publier  le  présent  livre,  où  j'ai  développé 
quelques  leçons  faites  à  l'École  normale  en  1883.  Je  l'ai  fait 
aussi  élémentaire  que  j'ai  pu,  en  m'efforçant  de  rapprocher 
les  choses  des  principes,  mais  en  essayant  toutefois  d'être 
particulièrement  utile  à  ceux  qui  désirent  pousser  leurs 
études  mathématiques  beaucoup  plus  loin  que  je  ne  pré- 
tends les  conduire. 

Je  n'ai  eu  qu'à  me  livrer  à  un  travail  d'arrangement  et 
de  rédaction  :  les  faits  mathématiques  qui  constituent  et 
constitueront  toujours  les  éléments  de  l'Analyse  étaient 
acquis  pour  la  plupart  au  commencement  de  ce  siècle;  à 
la  vérité,  bien  des  démonstrations  laissaient  à  désirer  ; 
mais,  après  les  exemples  de  rigueur  donnés  par  Gauss, 
après  les   travaux  de  Cauchy  ('),   d'Abel  (-),   de  J^ejeune- 


(')  Cours  (l'anahjsc  de  l'KcoIe  royale  j-iohitevlimqun.  Paris,  i8"21. 
(î)  llcrhi'rclu's  sur  la  série  1  -f-  x  .''  + 
L  I.  p.  '21'J.  -  Sur  les  séries,  t.  Il,  p.  197). 


(î)  llerherches  sur  la  série  1  -f-  j  ./•+  ~-^fif^  -c-  +  ••■  (Œ"> 
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Dirichlet  (•),  de  Riemann  {^),  de  M.  0.  Bonnet  (=^),  de 
M.  Heine  (^),  après  l'enseignement  de  M.  Weierstrass, 
divulgué  et  développé  par  ses  disciples,  après  le  mémoire 
de  M.  Darboux  sur  les  fonctions  discontinues  (•^),  les  livres 
de  M.  Dini  {^)  et  de  M.  Lipschitz  ('),  il  ne  semble  pas  qu'il 
reste  quelque  chose  d'essentiel  à  élucider  dans  les  sujets 
auxquels  je  me  suis  borné. 

On  peut  constituer  entièrement  l'Analyse  avec  la  notion 
de  nombre  entier  et  les  notions  relatives  à  l'addition  des 
nombres  entiers  ;  il  est  inutile  de  faire  appel  à  aucun  autre 
postulat,  à  aucune  autre  donnée  de  l'expérience  ;  la  notion 
de  Finfmi,  dont  il  ne  faut  pas  faire  mystère  en  mathéma- 
tiques, se  réduit  à  ceci  :  après  chaque  nombre  entier,  il  y 
en  a  un  autre.  C'est  à  ce  point  de  vue  que  j'ai  essayé  de  me 
placer.  A  la  vérité,  pour  être  complet,  il  eût  fallu  reprendre 
la  théorie  des  fractions  ;  une  fraction,  du  point  de  vue  que 
j'indique,  ne  peut  pas  être  regardée  comme  la  réunion  de 
parties  égales  de  l'unité;  ces  mots  (.(parties  de  l'unité))  n'ont 
plus  de  sens  ;  une  fraction  est  un  ensemble  de  deux  nombres 
entiers,  rangés  dans  un  ordre  déterminé;  sur  cette  nouvelle 
espèce  de  nombres,  il  y  a  lieu  de  reprendre  les  déiinitions 
de  l'égalité,  de  l'inégalité  et  des  opérations  arithmétiques. 
J'aurais  dû  aussi  reprendre  la  théorie  des  nombres  positifs 
et  négatifs,  théorie  que  l'on  ne  dégage  pas  toujours  de  la 


Q)  Sur  la  convergence  des  séries  trigonométriques  qui  servent  à  représenter 
une  fonction  arbitraire  entre  des  limites  données  (Journal  de  Crelle,  t.  IV, 
p.  157). 

(2)  Sur  la  possibilité  de  représenter  une  fonction  par  une  série  trigonomé- 
trique  (Bulletin  des  sciences  uialhéinatiques  et  astronomiques,  1'"  série,  t.  V, 
p.  20). 

(^)  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  séries  (Mémoires  couronnés  ... 
publiés  par  l'Académie  ...  de  Belgique,  t.  XXIII). 

(<)  Die  Elemente  der  Functionenlehre  (Journal  de  Crelle,  t.  LXXIV,  p.  172). 

(S)  Annales  scientifiques  de  l'École  nortnale  supérieure,  2«  série,  t.  IV,  p.  57. 

(8)  Fundumenti  per  la  teorica  délie  funzioni  di  Variabili  reali.  Pise,  1878. 

(")  Lclirhuch  der  Anahjsis.  Bonn,  1877. 
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considération  des  grandeurs  concrètes,  et  dans  laquelle  il 
faut  encore  reprendre  à  nouveau  les  définitions  élémentaires. 
Mais  tout  cela  est  facile  et  les  développements  que  j'aurais 
dû  donner  sur  ces  sujets  auraient  allongé  mon  livre  et  aug- 
menté, sans  grande  utilité,  la  fatigue  du  lecteur.  J'ai  donc 
supposé  acquise  la  théorie  des  opérations  rationnelles  sur 
les  nombres  entiers  ou  fractionnaires,  positifs  ou  négatifs, 
et  j'ai  débuté  par  l'introduction  des  nombres  irrationnels. 
J'ai  développé  une  indication  donnée  par  M.  Joseph  Bertrand 
dans  son  excellent  Traité  d'arithmétique  et  qui  consiste  à 
définir  un  nomln-e  irrationnel  en  disant  quels  sont  tous  les 
nomljres  rationnels  qui  sont  plus  petits  et  tous  ceux  qui  sont 
plus  grands  que  lui;  c'est  de  cette  façon  que  les  nombres 
irrationnels  s'introduisent  le  plus  naturellement  quand  on 
traite  de  la  mesure  des  grandeurs  incommensurables  avec 
l'unité;  j'ai  d'ailleurs  cherché  à  dégager  la  notion  de  nombre 
irrationnel  de  son  origine  géométrique.  J'ai  appris  par  une 
citation  de  M.  G.  Cantor  (Grundlagen  ciner  allgemeiner 
Mannichfaltigkeitslehre ,  p.  21),  que  M.  Dedekind  avait 
développé  la  même  idée  dans  un  écrit  intitulé  Stetigkeit 
und  irrationale  Zahlen  (Brunswick,  1872);  je  n'ai  pas  eu 
à  ma  disposition  le  travail  de  M.  Dedekind,  mais  les  déve- 
loppements d'une  même  idée  se  ressemblent  forcément, 
et  il  y  a  lieu  de  supposer  que  ce  qui  est  bon  dans  mon 
exposition  se  retrouve  dans  celle  du  géomètre  allemand, 
(]ui  a  d'ailleurs  bien  d'autres  titres  de  gloire.  D'autres  points 
de  départ  ont  été  indiqués  :  M.  Weierstrass,  qui  ne  craint 
pas  de  s'attarder  sur  ces  matières  dans  un  cours  qui  aboutit 
à  l'étude  des  fonctions  abéliennes,  considère,  si  mes  ren- 
seignements sont  exacts,  un  nombre  irrationnel  comme 
la  somme  d'un  noml)re  infini  d'éléments  rationnels,  en 
précisant  toutefois  avec  rigueur  sous  quelles  conditions  on 
peut  parler  de  pareilles  sommes  et  les  employer;  M.  lîeine, 
dans  le  mémoire  déjà  cité  Die  Elemenie  der  Functionen- 


It'hre,  u  proposé  de  dire  (|u'aiie  suite  inliiiic  de  nombres 
rationnels 

n„  u,,  ...,  n„,  ..., 

a  une  limite  lorsque,  à  chaque  nombre  rationnel  positif  -. 
correspond  un  indice  n  tel  que  la  différence  u„  +  ,,  —  u„  soit, 
pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  positif  p,  inférieure 
à  £  en  valeur  absolue.  Cette  définition  admise,  l'introduc- 
tion des  nomljres  irrationnels,  comme  limites  de  pareilles 
suites,  ne  souffre  aucune  difficulté;  c'est  la  marche  qu'ont 
suivie  MM.  Lipschitz,  duBoJs-Ileymond,  G.  Cantor.  Je  trouve 
cette  définition  plus  arbitraire  que  celle  que  j'ai  adoptée, 
qui  permet,  dès  qu'un  nombre  irrationnel  est  défini,  de  lui 
donner  sa  place  dans  l'échelle  des  nombres;  cependant, 
comme  on  ne  peut  se  dispenser  de  faire  l'étude  des  suites 
qui  jouissent  de  la  propriété  précédente,  j'ai  fait  cette  étude 
indépendamment  de  la  théorie  des  opérations  effectuées  sur 
les  nombres  irrationnels,  en  montrant  comment  elle  per- 
mettrait de  constituer  cette  théorie.  Le  lecteur  ne  manquera 
])as  de  remarquer  que  mon  exposition  pourrait  être  abrégée 
en  ne  reprenant  pas  deux  fois,  comme  j'ai  fait,  les  choses  au 
commencement. 

Les  notions  de  nombre  irrationnel  et  de  limite  une  fois 
acquises,  les  éléments  de  la  théoi'ie  des  séries  et  des  pro- 
duits infinis  ne  présentent  aucune  difficulté;  les  deux  façons 
d'introduire  ces  notions  y  jouent  un  rôle  essentiel;  la 
seconde  n'est  d'ailleurs  autre  cliose  que  le  point  de  départ 
adopté  par  Gauchy,  pour  la  théorie  des  séries,  dans  son 
Cours  d'Analyse  de  l'École  royale  polytechnique,  livre  qu'on 
peut  encore  admirer,  depuis  le  temps  où  Abel  disait  qu'il 
devait  être  lu  par  tout  analyste  qui  aime  la  rigueur  dans 
les  recherches  mathématiques.  La  notion  de  produit  infini 
se  relie  étroitement  à  celle  de  série;  les  deux  notions,  à 
elles  deux,  ne  tiennent  pas   plus  de   place   dans   l'esprit 
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qu'une    seule;    j'ai    cru    devoir    les    développer    concur- 
remment. 

Avant  de  parler  des  séries  et  des  produits  infinis  dont 
les  termes  dépendent  d'une  variable,  j'ai  donné  quelques 
théorèmes  généraux  relatifs  aux  fonctions  d'une  variable; 
je  me  suis  efforcé  de  préciser  les  définitions,  d'éclaircir  les 
notions  de  continuité,  de  limites  supérieure  et  inférieure. 
J'ai  fait  grand  usage,  dans  ce  chapitre  et  aillcui's,  du  beau 
mémoire  de  M.  Darboux  Sur  les  fonctions  discontinues. 
J'ai  repris  ensuite  les  définitions  des  fonctions  n',  logo;,  x'''\ 
à  propos  de  la  fonction  a%  j'ai  reproduit  la  démonstration 
par  laquelle  Cauchy  déduit  la  forme  de  cette  fonction  de 
son  théorème  d'addition . 

Dans  le  chapitre  suivant,  je  reprends  la  théorie  des  séries 
et  des  produits  infinis;  je  me  suis  appesanti  particulièrement 
sur  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  d'une  variable;  à  la  vérité,  j'ai  supposé,  là  comme 
partout,  la  variable  réelle  :  une  variable  imaginaire,  c'est 
au  fond  deux  variables  réelles,  et  je  tenais  à  me  limiter  au 
cas  d'une  seule  variable;  mais  l'exposition  est  faite  de 
manière  à  permettre  la  généralisation  immédiatement  et 
sans  aucun  effort;  il  n'y  a,  le  plus  souvent,  qu'à  mettre  le 
mot  module  à  la  place  des  mots  valeur  absolue.  Dans  notre 
enseignement,  on  déduit  d'habitude  de  la  formule  de  Taylor 
les  développements  en  série  des  fonctions  trigonométriques, 
et  l'on  tire  leurs  développements  en  produits  infinis  ou  en 
séries  de  fractions  simples  de  propositions  générales  appar- 
tenant à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire; 
il  me  paraît  bien  regi'ettal)le  de  laisser  ignorei-  aux  étudiants 
les  procédés  si  simples,  si  naturels  par  lesquels  Euler  a 
obtenu  ces  développements;  ils  deviennent  tous  )'igoureux 
par  l'application  d'un  même  raisonnement,  de  celui  qui  per- 
met de  déduire  h  contimiité  d'une  série  de  l'uniformité  de  sa 
convergence.  Il  va  sans  dire  que  j'ai  diî  dégager  la  délinilion 
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(les  fonctions  circulaires  de  toute  considération  géométrique; 
j'ai  terminé  ce  chapitre  en  indiquant  les  propriétés  les  plus 
simples  de  la  fonction  V  (x),  de  manière  à  mettre  le  lecteur 
sur  la  voie  du  beau  théorème  de  M.  Weierstrass  sur  la 
décomposition  d'une  fonction  transcendante  entière  eii  fac- 
teurs primaires. 

J'aborde  enfin  les  notions  de  dérivée  et  d'intégrale  définie; 
mon  but  n'était  pas  d'écrire  un  Traité  de  calcul  différentiel 
et  intégral;  j'ai  glissé  sur  les  procédés  de  calcul,  en  insistant 
sur  les  théorèmes  généraux. 

Paris,  le  20  octobre  1885. 

Jules  TANNERY. 
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CHAPITRE  PREMIER 

DES  NOMBRES  IRRATIONNELS  ET  DES  LIMITES 

1.  Les  nombres  rationnels  sont  les  nombres  entiers,  y  compris 
zéro,  et  les  fractions  dont  les  deux  termes  sont  entiers  :  un  nomljre 
rationnel  peut  être  positif  ou  négatif.  Supposant  acquise  la  théorie 
des  opérations  élémentaires,  addition,  soustraction,  multiplication, 
division,  au  sens  de  l'arithmétique  ou  de  l'algèbre,  sur  les  nombres 
rationnels  positifs  ou  négatifs,  je  veux  montrer  comment  on  peut 
parvenir  à  la  notion  d'une  nouvelle  classe  de  nombres,  dits  nombres 
irrationnels  ou  incommensura'bles,  et  étendre  à  ces  nombres  la 
théorie  des  opérations  élémentaires;  je  montrerai  d'abord,  sur  un 
exemple  simple,  comment  s'introduit  la  notion  de  ces  nombres. 

2.  On  sait  qu'il  n'existe  aucun  nombre  rationnel  positif  qui  vérifie 
l'équation 

a;^  —  3  =  0. 

On  observera  tout  d'abord  que  la  considération  de  cette  équation 
permet  de  séparer  tous  les  nombres  rationnels  positifs  en  deux  classes  : 
la  première  classe  contenant  tous  ceux  dont  le  carré  est  plus  petit 
que  3,  la  seconde  contenant  tous  ceux  dont  le  carré  est  plus  grand 
que  3;  tout  nombre  de  la  première  classe  est  plus  petit  qu'un  nombre 
quelconque  de  la  seconde  classe;  tout  nombre  de  la  seconde  classe 
Tannery.  —  Théorie.  1 
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est  plus  grand  qu'un  noml)re  quelconque  de  la  première  classe  :  en 
efTet,  de  deux  nombres  rationnels  positifs,  c'est  le  plus  grand  qui 
a  le  plus  grand  carré.  Il  importe  de  i-emarquer  encoi-e  que  dans  la 
première  classe  il  n'existe  aucun  nombre  qui  soit  plus  grand  que  les 
autres  nombres  de  la  même  classe,  et  que,  dans  la  seconde  classe, 
il  n'existe  aucun  nombre  qui  soit  plus  petit  que  les  autres  nombres 
de  la  même  classe. 

Supposons  en  effet  qu'il  y  ait  dans  la  première  classe  un  nombre  a 
qui  soit  plus  grand  que  tous  les  autres  nombres  de  la  même  classe  ; 
puisque  a  appartient  à  la  première  classe,  a'  est  plus  petit  que  3; 
puisque  a  est  le  plus  grand  nombre  de  la  première  classe,  tout 
nombre  rationnel  a  -}-  h  plus  grand  que  a  appartient  à  la  seconde 
classe;  on  a  donc,  en  supposant  positif  le  nombre  rationnel  /i, 

(a  +  hy  >  3; 
mais  la  différence 

{a  +  hy  —  a'  =  h  (2a  +  h) 

peut  être  supposée  plus  petite  qu'un  nombre  rationnel  positif  quel- 
conque £  ;  il  suffit  pour  cela  de  supposer 


2a  +  1 


on  peut,  en  particulier,  choisir  h  de  façon  que  cette  différence  soit 
moindre  que  le  nombre  positif  3  —  a'  ;  mais  l'inégalité 

(a  +  liy  —  a^  <  3  —  a- 
en traîne  la  suivante  : 

(a  -h  hy  <:  3. 

La  contradiction  est  manifeste.  On  montrera  de  même  que,  dans  la 
seconde  classe,  il  ne  peut  y  avoir  de  nombre  plus  petit  que  tous  les 
autres  nombres  de  la  même  classe. 

3.  C'est  cette  possibilité  de  décompo.^er  ainsi  la  totalité  des  nombres 
rationnels  en  deux  classes  jouissant  des  propriétés  sur  lesquelles  je 
viens  d'appeler  l'attention,  qui  me  servira  de  point  de  départ. 
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Toutes  les  fois  qu'on  aura  un  moyen  défini  de  séparer  la  totalité 
des  nombres  rationnels  positifs  et  négatifs  en  deux  classes  telles  que 
tout  nombre  de  la  première  classe  soit  plus  petit  que  tout  nombre  de 
la  seconde  classe,  telles  en  outre  qu'il  n'y  ait  pas  dans  la  première 
classe  un  nombre  plus  grand  que  les  autres  nombres  de  la  même 
classe  et,  dans  la  seconde  classe,  un  nombre  plus  petit  que  les  autres 
nombres  de  la  même  classe,  je  dirai  qu'on  a  "défini  un  nombre 
irrationnel  ;  la  première  classe  sera  dite  classe  inférieure  relative  au 
nombre  irrationnel  ;  la  seconde  classe,  classe  supérieure. 

Un  nombre  irrationnel  pourra  être  représenté  par  une  lettre,  cette 
lettre  ne  signifiant  rien  autre  cbose  qu'un  mode  défini  de  classification 
des  nombres  rationnels,  tel  que  celui  qui  vient  d'être  décrit. 

Un  nombre  irrationnel  A  est  dit  plus  grand  que  tout  nombre 
(rationnel)  de  la  classe  inférieure  relative  à  lui;  tout  nombre  de  cette 
classe  est  dit  plus  petit  que  A;  de  même  A  est  dit  plus  petit  que  tout 
nombre  de  la  classe  supérieure,  etc.  ;  on  dit  encore  que  A  est  compris 
entre  deux  nombres  rationnels  quelconques  appartenant  l'un  à  la 
classe  inférieure,  l'autre  à  la  classe  supérieure,  et  l'on  emploie  les 
symboles  <;,  >-  à  la  place  des  mots  plus  petit,  plus  grand. 

Pour  définir  un  nombre  irrationnel,  il  suffira  évidemment  d'avoir 
un  moyen  de  décomposer  en  deux  classes,  analogues  à  celles  qui  ont 
été  décrites  plus  haut,  tous  les  nombres  rationnels  compris  entre 
deux  nombres  rationnels  a,  h;  on  complétera  la  classe  inférieure  en 
y  faisant  entrer  tous  les  nombres  rationnels  plus  petits  que  le  plus 
petit  des  nombres  a,  h,  etc. 

Le  paragraphe  précédent  contient,  dans  ce  sens,  la  définition  du 
nombre  irrationnel  [^3,  ou  de  la  racine  carrée  arithmétique  de  3; 
la  première  classe,  ou  classe  inférieure,  contient  tous  les  nombres 
rationnels  négatifs,  et  tous  les  nombres  rationnels  positifs  dont  le 
carré  est  inférieur  à  3;  la  seconde  classe  contient  tous  les  nombres 
rationnels  positifs  dont  le  carré  est  supérieur  à  3  ;  mais  il  importe  de 
remarquer  qu'il  n'est  pas  permis  de  dire  actuellement  que  le  carré 
de  ce  nombre  irrationnel  1/3  est  égal  à  3.  Cette  expression,  le  carré 
d'un  nombre  irrationnel,  n'a  encore  aucun  sens,  et  ce  n'est  qu'après 
un  chemin  assez  long  qu'on  parviendra  à  lui  en  donner  un. 

4.  Je  veux  encore  faire  observer,  avant  de  reprendre  la  suile  des 
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définitions,  qu'on  peut  décomposer  la  totalité  des  nombres  rationnels 
en  deux  classes  telles  que  tout  nombre  de  la  première  classe  soit  plus 
petit  que  tout  nombre  de  la  seconde  classe,  mais  qui  ne  jouissent  pas 
des  autres  propriétés  imposées  dans  la  définition  d'un  nombre  irra- 
tionnel; on  peut,  par  exemple,  mettre  dans  la  première  classe  un 
nombre  rationnel  quelconque  a  et  tous  les  nombres  rationnels  plus 
petits  que  lui  et  mettre  dans  la  seconde  classe  tous  les  nombres 
rationnels  plus  grands  que  a;  la  première  classe  contient  alors  un 
nombre  a  plus  grand  que  tous  les  autres  nombres  de  la  même  classe  ; 
de  même  on  aurait  pu  mettre  dans  la  seconde  classe  le  nombre  a  et 
tous  les  nombres  rationnels  qui  sont  plus  grands  que  lui,  et  dans  la 
première  classe  tous  les  nombres  rationnels  inférieurs  à  a  ;  ces  modes 
de  décomposition  des  nombres  rationnels  en  deux  classes  ne  définissent 
point  de  nombre  irrationnel  ;  toutefois  il  y  a  lieu  de  les  considérer  et 
de  dire  qu'ils  définissent,  l'un  et  l'autre,  le  nombre  rationnel  a. 

5.  Deux  nombres  irrationnels  A  et  B  sont  dits  égaux  (et  l'on  écrit 
A  =:  B),  quand  les  deux  modes  de  décomposition  qui  les  définissent 
sont  identiques,  en  sorte  que  tout  nombre  (rationnel)  appartenant  à 
l'une  des  deux  classes,  inférieure  ou  supérieure,  relatives  à  l'un  des 
deux  nombres  A,  B  appartienne  aussi  à  la  classe  de  même  nom 
relative  à  l'autre;  au  surplus,  l'identité  des  classes  inférieures  entraîne 
l'identité  des  classes  supérieures  et  réciproquement.  Il  résulte  de 
cette  définition  que,  si  deux  nombres  irrationnels  sont  égaux  à  un 
troisième  nombre  irrationnel,  ils  sont  égaux  entre  eux. 

Soient  A,  B  deux  nombres  irrationnels  non  égaux.  Les  deux  classes 
inférieures  relatives  à  ces  deux  nombres  ne  sont  pas  identiques;  il 
y  a  un  nombre  (rationnel)  qui  figure  dans  l'une  d'elles,  par  exemple 
dans  la  classe  inférieure  relative  à  B,  et  qui  ne  figure  pas  dans  l'autre, 
qui,  par  conséquent,  figure  dans  la  classe  supérieure  relative  à  A; 
on  dit  alors  que  A  est  plus  petit  que  B,  ou  que  B  est  plus  grand  que  A, 
et  l'on  écrit  : 

A  <  B,       B  >  A. 

Ainsi,  par  définition,  l'inégalité 

A<:B 

relative  aux  deux  nombres  irrationnels  A,  B  implique  l'existence  d'un 
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nombre  rationnel  «,  tel  que  l'on  ait  A  <:  a,  a  <  B  :  il  convient 
d'observer  qu'un  tel  nombre  existe,  quels  que  soient  les  nombres  A,  B 
vérifiant  l'inég-alité 

A<;B. 

Gela  est  évident  si  les  deux  nombres  A,  B  sont  rationnels;  cela 
résulte,  dans  le  cas  où  B  seul  est  rationnel,  de  ce. que,  dans  la  classe 
supérieure  relative  à  A,  classe  dont  fait  partie  le  nombre  rationnel  B, 
il  y  a  des  nombres  rationnels  plus  petits  que  B;  un  raisonnement 
pareil  s'applique  au  cas  où  A  est  rationnel  et  B  irrationnel  ;  on  voit 
aussi,  inversement,  que  l'existence  d'un  nombre  rationnel  a  tel  que 
l'on  ait 

A  <:  a,       «  <:  B 

entraîne,  dans  tous  les  cas,  l'inégalité 

A<B. 

Dès  lors,  on  reconnaît  que  A,  B,  G  étant  trois  nombres  quelconques, 
rationnels  ou  non,  les  inégalités 

A<B,       B<G 

entraînent  l'inégalité 

A<G; 

les  inégalités  proposées  entraînent  en  effet  l'existence  de  nombres 
rationnels  «,  h  tels  que  l'on  ait 

A  <:  a,       a  <;  B,       B -=c  b,       b  <;  G; 

or  a  est  plus  petit  que  6,  puisque,  si  B  est  irrationnel,  a  appartient 
à  la  classe  inférieure  et  &  à  la  classe  supérieure  relatives  à  B;  enfin  a 
est  aussi  plus  petit  que  G,  puisque,  si  G  est  irrationnel,  h  et  par 
conséquent  o,  qui  est  plus  petit  que  h^  appartiennent  à  la  classe  infé- 
rieure relative  à  G;  enfin  les  inégalités 

A  <:  a,       a  <;  G, 

où  a  est  rationnel,  entraînent  l'inégalité 
A<;G. 
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6.  Si  l'on  considère  deux  nombres  inégaux  quelconques  A  et  B  :>  A, 
il  y  a  une  infinité  de  nombres  rationnels  a  tels  que  l'on  ait 

A  <  a  <B; 

en  efTet,  après  avoir  choisi  un  tel  nombre,  on  voit  qu'il  existe  un 
second  nombre  rationnel  a'  tel  que  l'on  ait 


et  par  conséquent 

A  <:  a'  <;  a  <;  B. 

Tout  nombre  rationnel  a"  compris  entre  a  et  a'  satisfait  aussi  aux 
inégalités 

A  <;  a"  <;  B  ; 

tous  ces  nombres  sont  dits  compris  entre  A  et  B. 

Étant  donnés  deux  nombres  rationnels  ou  non  A,  B,  si  l'on  peut 
prouver  qu'ils  sont  tous  les  deux  compris  entre  deux  nombres 
rationnels  dont  la  difTérence  soit  moindre  que  le  nombre  rationnel 
positif  £,  et  cela  quel  que  soit  ce  nombre  £,  on  peut  affirmer  que  les 
deux  nombres  A,  B  sont  égaux.  Si  l'on  avait  en  eflet 

A<B, 

il  existerait  deux  nombres  rationnels  a,  h  tels  que  l'on  eût 

A  -<  a  <;  b  <  B, 

et  l'on  voit  que  les  deux  nombres  A,  B  ne  pourraient  être  compris 
entre  deux  nombres  rationnels  a,,  h^^  dont  la  différence  fût  moindre 
que  h  —  rt,  puisque  les  inégalités 

ttj  <:  A  <;  B  <;  &, 

entraînent  les  suivantes  : 

a,  <:  A  <:  «  <;  b  <:;  B  <;  ?),,       b,  —  «,>-?>  —  a. 

7.  Un  nombre  irrationnel  est  dit  positif  s'il  est  plus  grand  que 
zéro,  négatif  dans  le  cas  contraire.  Étant  donné  un  nombre  irra- 
tionnel A,   on  peut  lui  adjoindre  un  autre  nombre  irrationnel  A' 
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défini  de  la  façon  suivante;  un  nombre  rationnel  a  appartiendra  à  la 
classe  inférieure  ou  à  la  classe  supérieure  relative  au  nombre  A' 
suivant  que  le  nombre  rationnel  —  a  appartient  à  la  classe  supérieure 
ou  à  la  classe  inférieure  relative  au  nombre  A;  il  est  clair  que  le 
nombre  A  peut  se  déduire  du  nombre  A'  comme  le  nombre  A'  a  été 
déduit  du  nombre  A;  l'un  des  deux  nombres  est  positif,  l'autre  est 
négatif  :  ils  sont  dits  égaux  et  de  signes  contraires  ;  la  valeur  absolue 
des  deux  nombres  est  celui  des  deux  qui  est  positif;  on  convient  de 
donner  aux  deux  symboles  A  et  -i-  A  la  même  signification  et  de 
représenter  par  —  A  le  nombre  égal  et  de  signe  contraire  à  A. 

8.  Soient  A  un  nombre  irrationnel  et  a  un  nombre  rationnel  positif, 
on  appelle  valeur  approchée  par  défaut  du  nombre  A,  à  a  près,  le 
plus  grand  nombre  de  la  forme  mx  qui  soit  plus  petit  que  A,  n  étant 
un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif;  (n  +  1)  a  est  alors  la  valeur 
approchée  de  A,  par  excès,  à  a  près. 

A  est  compris  entre  na.  et  (n  +  1)  a;  comme  le  nombre  a  est  aussi 
petit  qu'on  le  veut,  on  voit  qu'un  nombre  irrationnel  peut  être  compris 
entre  des  nombres  rationnels  dont  la  différence  est  aussi  petite  qu'on 
le  veut. 

On  voit  de  suite  que  —  (n  +  1)  %  et  —  na  sont  les  valeurs  appro- 
chées, par  défaut  et  par  excès,  à  a  près,  du  nombre  —  A  ;  cette 
remarque  permet  de  borner  l'étude  qui  va  suivre  au  cas  où  A  est 
positif;  n  est  alors  égal  ou  supérieur  à  zéro. 

La  façon  dont  la  valeur  approchée  par  défaut  m  du  nombre  irra- 
tionnel positif  A  dépend  de  a  est  assez  compliquée,  ainsi  elle  ne  croît 
pas  toujours  quand  a  décroît  :  on  reconnaît  sans  peine,  par  exemple, 
que  la  valeur  approchée  par  défaut  de  la  racine  carrée  arithmétique 

1  1 

de  3  à  -  près  est  plus  grande  que  la  valeur  approchée  par  défaut  à  — 

près;  mais  les  valeurs  approchées  par  défaut  à  a  et  à  ^  près  sont 
liées  par  une  loi  simple  quand  a  est  un  multiple  entier  de  ^  ;  soient 
en  effet  na,  m^  ces  valeurs  approchées,  et  soit  a  =pP,  p  étant  un 
nombre  entier  positif;  les  inégalités 

na  <  A  <  (n  +  1)  a, 
m^  <;  A  <  ()))+  1)  3, 
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dont  les  premières  peuvent  s'écrire 

np^  <  A  <  (n  +  1)  p^, 
entraînent  les  inégalités  suivantes  : 

1120^  <  (m  +  1)  {i,       m^  <  (n  +  1)  p?, 

d'où  l'on  tire 

m       ,  ïii  +  1 

1  <;  ?i  <; ; 

P  P 

ces  dernières  inégalités  montrent  que  n  est  la  partie  entière  de  — ; 

on  en  conclut  : 

m  ^  np,       m^  ^  na, 

m  +  l  ^  (n  +  1)  p,       {m  +  1)  ,3  ^  (n  +  1)  x; 

Ainsi,  la  valeur  approchée  par  défaut  à  3  près  est  au  moins  égale 
à  la  valeur  approchée  par  défaut  à  a  près  ;  et  la  valeur  approchée  par 
excès  à  p  près  est  au  plus  égale  à  la  valeur  approchée  par  excès 
à  a  près. 

Dans  notre  système  de  numération,  il  convient  de  considérer  en 
particulier  la  suite 

u,,  l(„  ...,u^,  ... 

des  valeurs  approchées  d'un  nombre  irralionnel  A  à 

1        1  1 

ïo'  lÔÔ'  '""'  ÏÔ^''  '"'' 

près  par  défaut  ;  les  nombres  que  l'on  rencontre  en  s'avançani  dans 
cette  suite  ne  vont  jamais  en  décroissant,  de  plus  si  Ton  suppose 

P  P' 

p  et  P'  étant  des  nombres  entiers,  P  sera  la  partie  entière  du  quotient 
de  P'  par  10,  en  sorte  que,  si  les  nombres  u^„  Up  +  i  sont  écrits  sous 
forme  de  fractions  décimales,  la  partie  entière  et  les/)  premiers  chiffres 
décimaux  de  la  fraction  u^  +  i  ne  seront  autre  chose  que  la  fraction  Uj, 
elle-même. 
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Au  contraire,  en  s'avançant  dans  la  suite 

1*1  1 

des  valeurs  approchées  par  excès  à -r-i  ——■>  ■••■>  —--■>  ■••  près,    les 
il  1  10    100  10^'         ^ 

nombres  que  l'on  rencontre  ne  vont  jamais  en  croissant. 

9.  Il  convient  de  remarquer  que,  a  étant  vni  nombre  rationnel 
plus  petit  que  A,  les  termes  de  la  suite  précédemment  définie, 


finissent  par  dépasser  a;  soit  en  etlet  b  un  nombre  rationnel  plus 
grand  que  a,  et  aussi  inférieur  à  A;  si  &  est  égal  à  une  fraction 

P 

décimale  r—i  ii^,  sera  au  moins  égal  à  &  et  la  proposition  est  vérifiée; 

s'il  n'en  est  pas  ainsi,  en  appliquant  les  règles  de  l'arithmétique,  on 
peut  trouver  une  fraction  décimale  moindre  que  &,  qui  diffère  de  h 
d'une  quantité  moindre  que  h  —  a  et  qui,  par  suite,  soit  à  la  fois 
supérieure  à  a  et  inférieure  à  A  ;  on  est  donc  ramené  au  premier  cas  ; 
en  particulier,  on  voit  que  chaque  terme  de  la  suite  tt,,  u^^  ...,  w^,  ... 
est  suivi  de  termes  plus  grands  que  lui. 

Il  suit  de  là  qu'un  nombre  irrationnel  positif  A  est  complètement 
défini  par  la  suite  de  ses  valeurs  approchées  tt,,   it^,    ...,  Up,  ..., 

11  1 

^T7'  'acv\''  '"'  TTT*'  ""  P^'*-^'*'  *^'^  ^^^*'  ^"^  nombre  rationnel  positif  a 

devra  être  rangé  dans  la  classe  inférieure  ou  dans  la  classe  supérieure 
suivant  qu'il  y  a,  ou  qu'il  n'y  a  pas,  dans  cette  suite,  de  nombre  égal 
ou  supérieur  à  a. 

10.  En  réfléchissant  sur  celte  dernière  conclusion,  on  voit  s'ouvrir, 
pour  arriver  à  la  théorie  des  opérations  arithmétiques  à  effectuer  sur 
les  nombres  irrationnels,  deux  voies  distinctes  :  d'une  part,  on  peut 
essayer  de  faire  la  théorie  des  suites  qui,  comme  celle  qu'on  vient  de 
considérer,  définissent  un  nombre  irrationnel;  je  développerai  plus 
tard  cetle  méthode  qui,  bien  qu'indirecte,  ne  demande  à  l'esprit  que 
peu  d'efforts;  d'autre  part,  on  peut  se  borner  à  considérer  des  modes 
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de  décomposition  en  deux  classes  de  la  totalité  des  nombres  rationnels  ; 
c'est  la  marche  que  je  suivrai  d'abord. 

11'.  Soient  deux  nombres  quelconques  A,  B,  rationnels  ou  non. 
Soient  a,  a' ,  6,  h'  des  norhbres  rationnels  satisfaisant  aux  inégalités 

(1)  a<:A-<:a',       6 -<  B  <:  6' ; 
on  aura  : 

(2)  a  -t-  6  <  a'  +  6' . 

Soit  maintenant  î'  un  nombre  rationnel;  s'il  n'y  a  pas  deux  nombres 
rationnels  a,  h  satisfaisant  aux  conditions  (1),  tels  que  l'on  ait 

}•  =  a  +  h 

c'est  que,  quels  que  soient  les  nombres  rationnels  a,  h  satisfaisant  à 
ces  conditions,  l'on  a  : 

(3)  }•  >  a  +  b. 

Si  l'on  avait  en  effet,  pour  deux  tels  nombres  a,  b, 

r  <:  a  -h  b, 
on  en  conclurait  : 

'/•  —  a  <  ?><  B 

et  la  somme  des  deux  nombres  rationnels  a<;A,  et  r  — a<cB 
serait  égale  à  r. 

De  même,  étant  donné  le  nombre  rationnel  r,  s'il  n'y  a  pas  deux 
nombres  rationnels  a'  et  b'  satisfaisant  aux  conditions  (1)  et  tels  que 
l'on  ait 

r  =  a'  ■+-  b' , 

c'est  que  l'on   a,    quels  que  soient  les   nombres   rationnels  a',    b' 
satisfaisant  à  ces  conditions  : 

(4)  r  <;  a'  +  b' . 

Remarquons  enfin  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul  nombre  R 
rationnel  ou  non  pour  lequel  on  ait,  quels  que  soient  les  nombres 
a,  b,  a',  b'  qui  satisfont  aux  conditions  (1)  : 

a  +  ?>  <  R  <  a'  +  b' . 
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En  efïet,  quel  que  soit  le  nombre  rationnel  positif  e,  il  y  a  des 
nombres  rationnels  a,  h,  a' ,  b'  qui  satisfont  aux  inégalités  (1)  et  aux 
suivantes  (§  8)  : 


2  2 


d'où  l'on  tire 


{a'  -+-  h')  —  {a  +  h) 


Or  deux  nombres,  rationnels  ou  non,  dont  on  peut  démontrer  qu'ils 
sont  compris  entre  deux  nombres  rationnels  dont  la  différence  est 
moindre  que  s, 'et  cela  quel  que  soit  le  nombre  positif  rationnel  e, 
sont  égaux  (§  6). 

Ceci  posé,  deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  il  existe  un 
nombre  rationnel  r  satisfaisant  à  la  fois  aux  inégalités  (3)  et  (4),  c'est 
à  dire  plus  grand  que  la  somme  de  deux  nombres  rationnels  quel- 
conques respectivement  plus  petits  que  A  et  B,  et  plus  petit  que  la 
somme  de  deux  nombres  rationnels  quelconques  respectivement  plus 
grands  que  A  et  B  ;  ou  bien  il  n'existe  pas  de  tel  nombre  rationnel  r. 
Le  premier  cas  se  présente  en  particulier  si  les  deux  nombres  A,  B 
sont  rationnels  et,  alors,  le  nombre  r  n'est  autre  chose  que  A  -h  B= 
Toutes  les  fois  que  le  nombre  r  existera,  je  conviendrai  de  dire  qu'i. 
est  la  somme  des  deux  nombres  A  et  B,  et  je  le  représenterai  par 
A  +  B.  Maintenant,  puisqu'un  nombre  rationnel  r  qui  ne  serait  ni 
la  somme  de  deux  nombres  rationnels  a,  h  respectivement  plus  petits 
que  A  et  B,  ni  la  somme  de  deux  nombres  rationnels  a' ,  b'  respecti- 
vement plus  grands  que  A,  B,  satisferait  à  la  fois  aux  inégalités 

7'  >>  a  4-  h,       r  -<  a'  +  b', 

et  cela  quels  que  fussent  les  nombres  rationnels  a,  b,  a',  b'  qui 
vérifient  les  conditions  (1),  on  voit  que,  s'il  n'existe  pas  de  nombre  r, 
c'est  que  tout  nombre  rationnel  est,  ou  bien  la  somme  de  deux 
nombres  rationnels  a,  b  plus  petits  respectivement  que  A,  B,  ou  bien 
la  somme  de  deux  nombres  rationnels  a',  b'  respectivement  plus 
grands  que  A,  B.  S'il  en  est  ainsi,  rangeons  dans  une  première  classe 
tous  les  nombres  rationnels  qui  sont  la  somme  de  deux  nombres 
rationnels  respectivement  plus  petits  que  les  nombres  A,  B,  et  dans 
une  seconde  classe  tous  les  nombres  rationnels  qui  sont  la  somme 
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de  deux  nombres  rationnels  respectivement  plus  grands  que  les 
nombres  A,  B  ;  chaque  nombre  de  la  première  classe  sera  plus  petit 
que  chaque  nombre  de  la  seconde  classe,  en  vertu  de  l'inégalité  (2)  ; 
dans  la  première  classe  il  n'y  a  pas  de  nombre  plus  grand  que  tous 
les  autres,  car  si  l'on  a 

a  <;  A,       />  <  B, 

il  existe  des  nombres  rationnels  a^,  h^  tels  que  l'on  ait 

rt  <;  a,  <;  A,       ?><;?>,<;  B, 

et  le  nombre  «,  +  &,  >-  a  +  h,  appartient  comme  a  +  b  k  h 
première  classe;  de  même  il  n'y  a  pas  dans  la  seconde  classe  de 
nom])re  plus  petit  que  tous  les  autres. 

On  a  donc  (§  3)  défini  un  nombre  irrationnel,  je  conviendrai  de 
dire  que  ce  nombre  est  la  somme  des  deux  nombres  A,  B,  et  je  le 
représenterai  encore  par  A  +  B. 

Dans  tous  les  cas  le  nombre  A  +  B  est  défini  comme  étant  plus 
grand  que  la  somme  de  deux  nombres  rationnels  quelconques  respec- 
tivement plus  petits  que  A,  B  et  plus  petit  que  la  somme  de  deux 
nombres  rationnels  quelconques  respectivement  plus  grands  que  A,  B  ; 
enfin,  il  résulte  du  raisonnement  même  que  tout  nombre  rationnel 
plus  petit  que  A  +  B  est  la  somme  de  deux  nombres  rationnels 
respectivement  plus  petits  que  A,  B  et  que  tout  nombre  rationnel 
plus  grand  que  A  +  B  est  la  somme  de  deux  nombres  rationnels 
respectivement  plus  grands  que  A,  B. 

Puisque  la  somme  de  deux  nombres  rationnels  ne  change  pas 
lorsqu'on  change  l'ordre  de  ses  termes,  il  résulte  de  la  définition 
précédente  que  l'on  a  : 

(I)  A  +  B  =  B  +  A. 

Soit  C  un  troisième  noml3re  rationnel  ou  non,  l'expression  A  +  B 
+  C  désigne  un  nombre  qui,  d'une  part,  est  plus  grand  que  tous  les 
nombres  rationnels  obtenus  en  ajoutant  un  nombre  rationnel  plus 
petit  que  A  +  B  et  un  nombre  rationnel  plus  petit  que  C,  ou  encore 
que  tous  les  nombres  obtenus  en  ajoutant  trois  nombres  rationnels 
respectivement  plus  petits  que  A,  B,  C,  et  qui,  de  l'autre,  est  plus  petit 
que  tous  les  nombres  rationnels  obtenus  en  ajoutant  trois  nombres 


CHAP.    I.  —  DES   NOMBRES    IRRATIONNELS    ET    DES    LIMITES.  13 

rationnels  respectivement  plus  grands  que  A,  B,  C;  on  voit  de  suite 
que  le  symbole  A  +  (B  4-  G)  a  le  même  sens  ;  on  a  donc  : 

(II)  A  +  B  +  C  =r  A  +  (B  +  C). 

Si  l'on  suppose  B  =  0,  on  voit  que  tous  les  nombres  désignés  plus 
haut  par  h  sont  les  nombres  rationnels  négatifs  et  que  les  nombres 
désignés  par  h'  sont  les  nombres  rationnels  positifs;  or,  en  ajoutant 
au  nombre  rationnel  a  <  A  un  nombre  négatif,  on  obtient  un  nombre 
plus  petit  que  a  et  par  conséquent  que  A;  en  ajoutant  au  nombre 
rationnel  a'  un  nombre  positif,  on  obtient  un  nombre  rationnel  plus 
grand  que  a'  et  par  conséquent  que  A  ;  il  résulte  de  là  que  A  est  la 
somme  de  A  et  de  zéro,  en  d'autres  termes,  on  a  : 

(III)  A  +  0  ==  A. 

Si  l'on  a  B  =  —  A,  et  si  A  est  positif,  les  nombres  rationnels  b 
plus  petits  que  B  ne  sont  autres  que  les  nombres  rationnels  a'  plus 
grands  que  A  changés  de  signe  (§  7),  en  sorte  que  l'on  a,  quels  que 
soient  les  nombres  rationnels  a  et  b  satisfaisant  aux  conditions  (d)  : 

a  +  6  <  0  ; 

on  aura  de  même,  pour  les  nombres  rationnels  a',  b'  satisfaisant  aux 
conditions  (1)  : 

a'  +  b'  >  0. 

On  en  conclut  que  zéro  est  la  somme  des  deux  nombres  A  et  B  r=  —  A  ; 
en  d'autres  termes,  on  a  : 

(IV)  A  +  (—  A)       ou       A  —  A  =:  0. 

Les  égalités  (I),  (II),  (III),  (IV)  expriment  les  propriétés  fonda- 
mentales de  l'addition. 

Si  B  est  positif,  il  existe  un  nombre  i-ationnel  /;  <;  B,  et  deux 
nombres  rationnels  a  et  a'  tels  que  l'on  ait  (§  8), 

a  <;  A  «c;  «' ,       a'  —  a  <;  6  ; 

le  nombre  a  +  b  est  plus  grand  que  a'  et  par  conséquent  que  A;  il 
est  d'ailleurs  plus  petit  que  A  +  B,  on  a  par  conséquent  : 

A  +  B>a  +  &>A; 
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donc,  en  ajoutant  à  un  nombre  un  nombre  positif,  on  oljtient  un 
nombre  plus  grand  que  lui;  de  même  en  ajoutant  à  un  nombre  un 
nombre  négatif,  on  obtient  un  nombre  plus  petit.  Réciproquement, 
si  on  augmente  un  nombre  en  lui  ajoutant  un  autre  nombre,  c'est 
que  le  nombi'e  ajouté  est  positif;  si  on  le  diminue',  c'est  que  le 
nombre  ajouté  est  négatif;  si  on  ne  le  change  pas,  c'est  que  le 
nombre  ajouté  est  nul. 

Étant  donnés  les  nombres  A  et  B,  il  y  a  un  nombre  qui  ajouté  à  B 
donne  pour  somme  A,  c'est  le  nombre  A  +  (  —  B),  car  on  a,  en 
vertu  des  égalités  (II),  (III),  (IV)  : 

A  +  (—  B)  +  B  =  A  +  (—  B  +  B)  =  A  +  0  =  A. 

Si  l'on  a  A>-B,  .le  nombre  A  +  ( — B)  ou,  plus  Ijrièveraent, 
A  —  B  qui,  ajouté  à  B,  reproduit  A  est  nécessairement  positif;  si 
l'on  a  A  <:  B,  le  nombre  A  —  B  est  nécessairement  négatif. 

Ainsi  tout  nombre  A  >>  B  peut  être  regardé  comme  la  somme  du 
nombre  B  et  d'un  nombre  positif,  tout  nombre  A  <:  B  peut  être 
regardé  comme  la  somme  du  nombre  B  et  d'un  nombre  négatif. 

Il  résulte  de  là  que  l'inégalité 

A>B 

entraîne  l'inégalité 

A-h  C>B  +  C 

et  réciproquement  ;  en  effet  on  peut  écrire  : 

A  =  B  +  P, 

P  étant  un  nombre  positif;  on  aura  alors  : 

A  +  C==B4-P  +  C=:(B  +  G)  +  P>B  +  C. 

En  ajoutant  un  même  nombre  à  deux  nombres  différents,  on 
obtient  deux  nombres  différents;  de  même  en  ajoutant  deux  nombres 
différents  à  un  même  nombre,  on  obtient  deux  nombres  différents. 
Le  nombre  qui  ajouté  à  B  donne  pour  somme  A  est  donc  unique; 
c'est  la  différence  entre  A  et  B. 

La  théorie  de  la  soustraction  peut  être  regardée  comme  étendue 
aux  nombres  irrationnels. 
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12.  Les  détails  dans  lesquels  je  suis  entré  me  permettront  d'aller 
plus  vite  dans  la  théorie  de  la  multiplication;  je  me  contenterai  de 
marquer  la  suite  des  idées. 

Soient  A  et  B  deux  nombres  positifs  quelconques.  Soient  a,  a',  h,  h' 
des  nombres  rationnels  positifs  quelconques  qui  vérifient  les  inégalités 

(1)  a<;A<;a',       fo  <  B  <;  ?>', 
on  aura  : 

(2)  ah^a'h'. 

Si  un  nombre  rationnel  r  positif  est  tel  qu'il  n'y  ait  point  deux 
nombres  rationnels  positifs  a,  h  satisfaisant  aux  inégalités  (1)  et  à 
l'égalité 

î-  =  ah, 

c'est  que  l'on  a  pour  tous  les  nombres  rationnels  positifs  «,  b  qui 
vérifient  les  inégalités  (1)  : 

(3)  r>a&. 

Si  un  nombre  rationnel  positif  r  est  tel  qu'il  n'y  ait  point  deux 
nombres  rationnels  a' ,  h'  vérifiant  les  inégalités  (1)  et  l'égalité 

r  =  a'h\ 

c'est  que  l'on  a,  pour  tous  les  nombres  rationnels  a' ,  h'  qui  vérifient 
les  inégalités  (1)  : 

(4)  r-^a'h'. 

Il  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul  nombre  rationnel  ou  non  r  qui  vérifie 
simultanément  les  inégalités  (3)  et  (4);  cela  résulte  de  ce  que,  en 
posant 

a'  —  a  =  e,       h'  —  &  =  •/;, 
on  a 

a'W  —  a&  =«*/)  +  6s  +  £•/;-<  (a  +  b  +  1)  3, 

en  supposant  les  nombres  rationnels  e,  -/j  plus  petits  que  le  nombre 
rationnel  S,  plus  petit  lui-même  que  l'unité;  si  l'on  désigne  par  a  un 
nombre  rationnel  positif  quelconque,  il  suffira  de  prendre 
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pour  que  l'on  ait 

a'  h'  —  ah  <  a, 

et  le  raisonnement  s'achèvera  comme  dans  la  théorie  de  l'addition. 

S'il  existe  un  nomhre  rationnel  r  vérifiant  à  la  fois  les  inégalités  (3) 
et  (4)  quels  que  soient  les  nombres  rationnels  positifs  a,  b,  a' ,  h'  qui 
satisfont  aux  conditions  (1),  il  sera  par  définition  le  produit  AB;  s'il 
n'existe  pas  de  tel  nombre  c,  chaque  nombre  rationnel  positif  sera  ou  le 
produit  de  deux  nombres  rationnels  positifs  plus  petits  respectivement 
que  les  nombres  A,  B,  ou  le  produit  de  deux  nombres  rationnels 
positifs  respectivement  plus  grands  que  A,  B;  on  est  ainsi  amené  à 
décomposer  la  totalité  des  nombres  rationnels  positifs  en  deux  classes, 
dont  la  première  comprend  tous  les  nombres  obtenus  en  multipliant 
deux  nombres  rationnels  positifs  l'espectivement  plus  petits  que  A,  B, 
dont  la  seconde  comprend  tous  les  nombres  obtenus  en  multipliant 
deux  nombi-es  rationnels  positifs  respectivement  plus  grands  que  A,  B  ; 
chaque  nombre  de  la  première  classe  est  plus  petit  que  chaque  nombre 
de  la  seconde  classe;  il  n'y  a  pas  dans  la  première  classe  de  nombre 
plus  grand  que  tous  les  autres  ;  il  n'y  a  pas  dans  la  seconde  classe  de 
nombre  plus  petit  que  tous  les  autres.  On  définit  ainsi  un  nombre 
irrationnel  positif:  ce  nombre  est  par  définition  le  produit  AB. 

Dans  tous  les  cas  le  produit  des  deux  nombres  positifs  A,  B  peut 
être  défini  comme  un  nombre  plus  grand  que  le  produit  de  deux 
nombres  rationnels  positifs  quelconques  respectivement  plus  petits 
que  A,  B  et  plus  petit  que  le  produit  de  deux  nombres  rationnels 
positifs  quelconques  respectivement  plus  grands  que  A,  B. 

Dans  tous  les  cas  aussi  chaque  nombre  rationnel  positif  plus  petit 
que  AB  est  le  produit  de  deux  nombres  rationnels  positifs  respective- 
ment plus  petits  que  A,  B;  chaque  nombre  rationnel  positif  plus  grand 
que  AB  est  le  produit  de  deux  nombres  rationnels  positifs  plus  grands 
respectivement  que  A,  B. 

Le  produit  ABC  de  trois  nombres  positifs  A,  B,  G  est  un  nombre 
qui  est  plus  grand  que  le  produit  de  trois  nombres  rationnels  positifs 
quelconques  respectivement  plus  petits  que  A,  B,  G,  et  plus  petit 
que  le  produit  de  trois  nombres  rationnels  positifs  quelconques 
respectivement  plus  grands  que  A,  B,  G. 

Dans   un    produit   de   deux,   trois,    ...    facteurs  positifs,   on  peut 
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intervertir  l'ordre  des  termes,  remplacer  deux  ou  plusieurs  facteurs 
par  leur  produit  effectué. 

Le  produit  de  deux  nombres  positifs  ou  négatifs  A,  B  est  un  nombre 
dont  la  valeur  absolue  est  le  produit  des  valeurs  absolues  des  nombres 
A,  B,  qui  est  positif  si  les  deux  nombres  A,  B  sont  de  même  signe, 
négatif  dans  le  cas  contraire. 

Si  les  deux  nombres  A,  B  sont  différents  de  zéro,  leur  produit  n'est 
pas  nul. 

Par  définition,  le  produit  d'un  nombre  quelconque  par  zéro  est  zéro. 

Les  théorèmes  sur  la  possibilité  d'intervertir  les  facteurs  d'un 
produit  sont  vrais,  ainsi  que  les  conséquences  qu'on  en  tire,  quels 
que  soient  les  facteurs,  positifs,  nuls  ou  négatifs. 

Soient  A,  B,  C  trois  nombres  positifs  quelconques;  désignons  par 
«,  a',  b,  h' ,  c,  c'des  nombres  rationnels  positifs  vérifiant  les  inégalités 

a  <:  A  <;  a' ,       ?>  <:  B  <;  />' ,       c  <;  C  <  c' , 

le  nombre  A  (B  +  G)  est  compris  entre  a  {b  ■+-  c)  et  (('  {b'  +  c'); 
la  difterence  entre  ces  deux  nombres  peut  d'ailleurs  être  supposée 
plus  petite  que  tel  nombre  rationnel  positif  e  que  l'on  voudra;  le 
nombre  AB  +  AC  est  compris  entre  ah  +  ac  =z  a  (b  +  c)  et 
a'  b'  +  a' c'  =  a'  {b'  -+-  c'),  on  a  donc  : 

A(B  +  C)  =  AB  +  AC; 

on  voit  en  changeant  les  signes  des  deux  membres  que  cette  égalité 
est  encore  vraie  si  A  est  négatif,  B  et  C  étant  positifs,  ou,  si  B  et  C 
sont  négatifs  et  A  positif;  elle  subsiste  aussi  si  A,  B  et  G  sont  négatifs, 
puisque  les  deux  membres  ne  changent  pas  quand  on  change  les 
signes  de  A,  B,  C;  supposons  enfin  qu'un  seul  des  nombres  B,  C, 
G  par  exemple,  soit  négatif;  si  B  +  G  est  positif,  soit 

B  =  K  —  C, 

les  deux  nombres  K  -^  B  +  G  et  —  G  étant  positifs,  on  a  : 

AB  =  A  (K  -  C)  =  AK  —  AG, 
d'où 

AK  ou  A  (B  -4-  C)  =  AB  +  AG  ; 

enfin  en  changeant  les  signes  de  B  et  de  G  dans  celle  égalité,  on 
Tannery.  —  Théorie.  2 
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parvient  à  montrer  qu'elle  subsiste  lorsque  B  +  C  est  négatif;  le  cas 

où  l'un  (les  nombres  A,  B,  C  est  nul  ne  présente  aucune  difficulté; 

l'égalité 

A(B  +  C)  =AB  +  AG 

est  vraie  quels  que  soient  les  nombres  A,  B,  G. 

On  est  maintenant  en  mesure  d'étendre  aux  nombres  irrationnels 
les  diverses  règles  de  calcul  relatives  à  la  multiplication. 

Les  propositions  qui  concernent  les  inégalités  s'étendent  aussi  sans 
peine  aux  nombres  irrationnels;  on  en  conclut  que,  si  l'on  multiplie 
un  nombre  différent  de  zéro  par  deux  nombres  différents,  on  obtient 
deux  produits  différents  ;  étant  donnés  deux  nombres  A  et  B  dont  le 
second  n'est  pas  nul,  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul  nombre  qui, 
multiplié  par  B,  donne  A  pour  produit  :  la  recherche  de  ce  nombre 
est  l'objet  de  la  division. 

13.  Soit  A  un  nombre  irrationnel  positif.  Il  est  clair  que  chaque 
nombre  rationnel  positif  peut  être  regardé  comme  l'inverse  d'un 
nombre  rationnel  positif.  Imaginons  qu'on  range  dans  une  première 
classe  chaque  nombre  rationnel  positif  dont  l'inverse  est  un  nombre 
plus  grand  que  A  et  dans'  une  seconde  classe  chaque  nombre  rationnel 
positif  dont  l'inverse  est  plus  petit  que  A;  on  aura  défini  un  mode  de 
décomposition  en  deux  classes  de  l'ensemble  des  nombres  rationnels 
positifs,  tels  que  chaque  nombre  de  la  première  classe  soit  plus  petit 
que  chaque  nombre  de  la  seconde  classe,  tel  aussi  qu'il  n'y  ait  pas 
dans  la  première  classe  de  nombre  plus  grand  que  tous  les  autres, 
ni  dans  la  seconde  classe  de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres. 
On  aura  donc  défini  un  nombre  irrationnel  positif;  ce  nombre  est  dit 

1 

l'inverse  de  A,  on  le  représente  par  le  symbole  —  •  On  voit  de  suite 

A 

que  1  est  plus  grand  que  le  produit  de  chaque  nombre  rationnel 
positif  plus  petit  que  A  pai'  chaque  nombre  rationnel  positif  plus 

petit  que--:  et  que  1  est  plus  petit  que  le  produit  de  chaque  nombre 

rationnel  positif  plus  grand  que  A  par  chaque  nombre  rationnel  positif 

plus  grand  que  --  ;  on  a  donc  : 

A  X  T  =  l- 
A 
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Si  A  est  un  noml^re  irrationnel  négatif,  on  convient  de  représenter 

1 

par  --  un  nombre  négatif  dont  la  valeur  absolue  est  l'inverse  de  la 

valeur  absolue  de  A  ;  on  aura  encore  : 

A  X  T=l; 
A 

celte  égalité  suljsiste  quel  que  soit  le  nombre  A,  pourvu  qu'il  ne  soit 
pas  nul. 

Ceci  posé,  soient  A  et  B  deux  nombres  quelconques  dont  le  second 
toutefois  n'est  pas  nul;  il  existe  un  nombre  Q  qui,  multiplié  par  B, 

donne  pour  produit  A,  ce  nombre  est  A  X  —  ■>  on  a  en  effet  : 


AxixBz=Ax(^Bx^)=r 


A  X  1  =  A. 


Ce  nombre  d'ailleurs  est  unique,  comme  il  a  été  dit  dans  le  para- 
graphe précédent,  c'est  le  rapport  de  A  à  B  ;  on  le  représente  par  le 

symbole  —  ■  Lorsque  B  =:  0,  ce  symbole  n'a  pas  de  sens. 

14.  Soit  A  un  nombre  positif  quelconque  et  m  un  nombre  entier 
positif.  Il  peut  y  avoir  un  nombre  rationnel  positifs:  tel  que  l'on  ait  : 

(1)  '  a;'"  =  A. 

Ce  nombre,  s'il  existe,  est  dit  la  racine  «i'*""'  arithmétique  de  A, 
on  le  représente  par  K  A  ;  il  ne  peut  d'ailleurs  exister  que  si  A  est 
rationnel,  puisque  les  puissances  entières  d'un  nombre  rationnel  sont 
des  nombres  rationnels;  enfin,  s'il  existe,  il  est  le  seul  nombre  positif 
dont  la  puissance  «i'^™<=  soit  égale  à  A,  puisque  les  puissances  «l'^'^'^Me 
deux  nombres  positifs  différents  sont  deux  nombres  différents. 

S'il  n'existe  pas  de  nombre  rationnel  positif  qui  vérifie  l'équation  (1), 
on  pourra  ranger  tous  les  nombres  rationnels  positifs  en  deux  classes; 
la  première  comprendra  tous  les  nombres  rationnels  positifs  dont 
la  îH**"^  puissance  est  un  nombre  plus  petit  que  A,  la  seconde  com- 
prendra tous  les  nombres  rationnels  positifs  dont  la  m*^"®  puissance 
est  un  nombre  plus  grand  que  A.  Chaque  nombre  de  la  première 


20  THÉORIE   DES    FONCTIONS   d'uNE    VARIABLE. 

classe  est  plus  petit  que  chaque  nom])re  de  la  seconde  classe;  il  n'y 
a  pas  dans  la  première  classe  de  nombre  a  qui  soit  plus  grand  que 
tous  les  autres;  s'il  existait  en  effet  un  tel  nombre  «,  on  aurait,  quels 
que  fussent  le  nombre  positif  rationnel  h  et  le  nombre  rationnel 
a'  ^a  +  h, 

a'"  <;  A  <;  (a  +  h)'"  <;  a'"  +  mit  a'"'  "  '  (^j. 

Or,  si  l'on  désigne  par  a'"  -t-  =  un  nombre  rationnel  quelconque 
compris  entre  ci"'  et  A,  il  faudrait  que  l'on  eût 

«'"  +  £  <;  a'"  -+-  m]ia""~\       It  r> r ;' 


cette  dernière  inégalité  contredit  la  supposition  faite  que  /i  peut  être 
pris  aussi  petit  qu'on  le  veut  ;  on  verra  de  même  qu'il  n'y  a  pas  dans 
la  seconde  classe  de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres;  le  mode  de 
décomposition  considéré  définit  donc  un  nombre  irrationnel  positif; 
si  X  est  ce  nombre,  je  dis  que  l'on  a  : 

X'»=A; 

en  effet,  si  l'on  désigne  par  a  et  a  +  h  deux  nombres  rationnels 
positifs  qui  comprennent  X,  et  par  a'  un  nombre  rationnel  égal  ou 
supérieur  à  a  +  /*,  les  nombres  a"'  et  («  +  /;)"'  -<  a"'  +  m]ia'"'~^ 
comprendront  X"'  et  A;  mais  la  différence  entre  les  deux  nombres 
rationnels  «"•  +  mha'"'~^  et  «'"  pouvant  être  supposée  plus  petite 
que  tel  nombre  rationnel  positif  que  l'on  voudra,  il  faut  que  les 
nombres  X'"  et  A  soient  égaux;  X  est  d'ailleurs  le  seul  nombre 
positif  dont  la  puissance  /n'""''  soit  égale  à  A;  c'est  la  racine  )>;'^"' 
arithmétique  de  A;  on  le  représente  par  y^A. 

15.  La  méthode  qui  a  servi  à  étendre  aux  nombres  irrationnels 
la  notion  des  opérations  arithmétiques  peut  être  généralisée,  et  cela 

(1)  L'idenlilé 

a;m  _  ym  =  (^a;  —  y)  (a?  "'  -  1  +  a;  '"  --  1/  -\-  ■•■  +y  '"  -  '), 
montre  que  l'on  a 

m  (a;  —  y)  y  '«  -  1  <  X'"  —  If"  <  m  (x  —  y)  x  "'  -  i, 
eu  supposant  x  y  y  y  '^'i. 
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indépendamment  môme  de  cette  notion,  en  sorte  que  les  considé- 
rations que  je  vais  développer  brièvement,  auraient  pu  être  placées 
immédiatement  après  le  paragraphe  9;  elles  ne  supposent  que  les 
notions  relatives  à  l'égalité  et  à  l'inégalité  des  nombres  irrationnels. 

On  a  souvent  à  considérer  Vensemhle  de  tous  les  nombres  qui 
satisfont  à  une  certaine  condition;  les  éléments  de  cet  ensemble,  les 
nombres  qui  satisfont  à  cette  condition  peuvent  être  en  nombre  fini 
ou  infini;  ils  peuvent  être  rationnels  ou  irrationnels;  mais,  pour 
simplifier,  je  supposerai  qu'ils  soient  tous  inégaux. 

Je  dirai  qu'un  ensemble  de  nombres  est  défini,  si  l'on  donne  le 
moyen  de  i-econnaître  si  tel  nombre  que  l'on  veut  appartient  ou 
n'appartient  pas  à  Ijensemble  considéré  :  tels  sont,  par  exemple, 
l'ensemble  des  nombres  entiers,  l'ensemble  des  nombres  rationnels 
plus  petits  que  3,  ou  l'ensemble  des  nombres  rationnels  dont  le  carré 
est  plus  petit  que  3,  l'ensemble  considéré  dans  le  paragraphe  9  des 
fractions  décimales  «,,  u^,  ...  qui  approchent  d'un  nombre  irrationnel 
donné;  telle  est  encore  une  collection  finie  de  nombres  donnés 
individuellement. 

16.  La  considération  d'un  ensemble  (E)  bien  défini  de  nombres, 
rationnels  ou  non,  dont  aucun  ne  dépasse  une  certaine  limite  L, 
conduit  à  la  notion  de  limite  supérieure  relative  à  cet  ensemble  : 
cette  limite  supérieure  est  un  nombre,  rationnel  ou  non,  défini  par 
le  mode  suivant  de  décomposition  en  deux  classes  de  la  totalité  des 
nombres  rationnels,  chaque  nombre  de  la  première  classe  étant  plus 
petit  que  chaque  nombre  de  la  seconde  classe  : 

On  rangera  dans  la  première  classe  chaque  nombre  rationnel 
appartenant  à  l'ensemble  (E),  ou  plus  petit  qu'un  nombre  appar- 
tenant à  cet  ensemble;  on  rangera  dans  la  seconde  classe  chaque 
nombre  rationnel  plus  grand  que  tous  les  nombres  qui  appartiennent 
à  l'ensemble  (E)  :  le  nombre  M,  défini  par  ce  mode  de  décomposition, 
est  irrationnel  s'il  n'y  a  pas  dans  la  première  classe  un  nombre  plus 
grand  que  tous  les  autres  nombres  de  cette  classe,  et  s'il  n'y  a  })as 
dans  la  seconde  classe  de  nombre  plus  petit  que  tous  les  autres 
nombres  de  cette  classe;  à  ce  point  de  vue;  le  nombre  K3,  délini 
antérieurement,  est  la  limite  supérieure  de  l'ensemble  des  nombres 
rationnels  positifs  dont  le  carré  est  plus  petit  que  3;  s'il  y  a  dans  la 
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première  classe  un  noinljre  plus  grand  que  tous  les  autres,  celui-là 
est  le  nombre  que  définit  le  mode  de  décomposition  considéré,  c'est 
la  limite  supérieure;  de  même,  s'il  y  a  dans  la  seconde  classe  un 
nombre  plus  petit  que  tous  les  autres  nombres  de  cette  classe,  on 
devra  prendre  ce  nombre  pour  la  limite  supérieure.  De  même,  la 
considération  d'un  ensemble  défini  (E'),  tel  que  tous  les  nombres  qui 
en  font  partie  soient  supérieurs  à  un  nombre  l,  conduit  à  la  notion 
de  limite  inférieure  relative  à  cet  ensemble;  cette  limite  inférieure  ?/i 
sera  définie  par  le  mode  suivant  de  décomposition  en  deux  classes  de 
h  totalité  des  nombres  rationnels  :  la  première  classe  comprend 
chaque  nombre  rationnel  plus  petit  que  tous  les  nombres  de  l'en- 
semble (E'),  la  seconde  classe  comprend  tous  les  nombres  rationnels 
qui  font  partie  de  l'ensemble  (E')  et  tous  ceux  qui  sont  plus  grands 
que  l'un  des  nombres  de  cet  ensemble.  A  ce  point  de  vue,  le  nombre 
VS  est  la  limilo  inférieure  des  nombres  rationnels  positifs  dont  le 
carré  est  plus  grand  que  3.  Tout  nombre,  rationnel  ou  non,  peut  être 
regardé  comme  la  limite  supérieure  de  l'ensemble  des  nombres 
rationnels  inférieurs  et  comme  la  limite  inférieure  des  nombres 
rationnels  supérieurs  à  lui  : 

Le  paragraphe  9  a  été  consacré  à  montrer  qu'un  nombre  irrationnel 
pouvait  être   regardé   comme  la   limite   supérieure   de   ses   valeurs 

1       1 
approchées  à  —  ?  —-■>  •■■  près  par  défaut. 

17.  La  limite  supérieure  M  d'un  ensemble  (E)  jouit  des  propriétés 
suivantes  :  l"  dans  l'ensemble  (E),  il  n'y  a  pas  de  nombres  plus 
grands  que  M  :  s'il  y  avait  en  effet  un  tel  nombre  M.,  il  existerait  un 
nombre  rationnel  a  plus  petit  que  M,  et  plus  grand  que  M;  or  tout 
nombre  rationnel  plus  petit  qu'un  nombre  M,  qui  fait  partie  de 
l'ensemble  est,  par  définition,  plus  petit  que  M;  '2°  ou  bien  M  fait 
partie  de  l'ensemble  (E),  ou  liien,  quel  que  soit  le  nombre  W  plus 
petit  que  M*  il  y  a  au  moins  un  nombre  de  l'ensemble  compris 
entre  M  et  M'  :  en  effet,  si  a  est  un  nombre  rationnel  compris 
entre  M  et  M',  il  faut,  puisqu'il  est  plus  petit  que  M,  qu'il  fasse 
partie  de  l'ensemble,  ou  qu'il  y  ait  quelque  nombre  de  l'ensemble  qui 
soit  plus  grand  que  lui,  nombre  qui  peut  d'ailleurs  être  soit  M,  soit 
un  noml)re  plus  petit  que  M  et  compris  par  conséquent  entre  M  et  M'. 


CHAP.    I.  —  DES  NOMBRES  IRRATIONNELS  ET  DES  LIMITES.  23 

Ces  deux  propriétés  caractérisent,  d'ailleurs  le  nombre  M;  elles  ne 
peuvent  en  effet  appai'tenir  à  un  noml)re  N  plus  grand  que  M, 
puisqu'il  n'y  a  aucun  nombre  de  l'ensemble  (E),  qui  soit  supérieur 
à  M  et  par  conséquent  aucun  nombre  de  cet  ensemble  qui  soit  compris 
entre  M  et  N>>M;  elles  ne  peuvent  non  plus  appartenir  à  un  nomljre  N 
plus  petit  que  M,  puisqu'il  y  a  certainement  au  moins  un  nombre  de 
l'ensemble  (E)  qui  est  ou  égal  à  M,  ou  compris  entre  N  <;  M  et  M, 
qui  est  donc,  dans  tous  les  cas,  plus  grand  que  N. 

De  même,  si  un  ensemble  (E')  admet  une  limile  inférieure  «!,  on 
voit  qu'il  n'y  a  pas  de  nombre  appartenant  à  (E')  qui  soit  plus  petit 
que  m  et  que,  ou  bien  m  fait  partie  de  l'ensemble  (E'),  ou  bien  il  y 
a  des  nombres  de  cet  ensemble  compris  entre  m  et  n'importe  quel 
nombre  yn'  plus  grand'que  m  (i). 

18.  Pour  arriver  à  la  notion  de  la  somme  de  deux  nombres  A,  B, 
on  a  considère  les  ensembles  (A),  (B)  des  nombres  raiionnels  respec- 
tivement inférieurs  à  A,  B,  les  ensembles  (A'),  (B')  des  nombres 
rationnels  supérieurs  respectivement  à  A,  B;  l'ensemble  (S)  des 
nombres  différents  obtenus  en  ajoutant  un  nombre  de  (A)  et  un 
nombre  de  (B),  l'ensemble  (S')  des  nombres  différents  obtenus  en 
ajoutant  un  nombre  de  (A')  et  uii  nombre  de  (B');  les  nombres  A,  B 
sont  les  limites  supérieures  et  inférieures  des  ensembles  (A),  (B), 
(A'),  (B');  on  a  prouvé  que  la  limite  supérieure  de  l'ensemble  (S) 
était  égale  à  la  limite  inférieure  de  l'ensemble  (S'),  et  c'est  ce  nombre 
même  qui  a  été  pris  pour  la  délînition  de  la  somme  A  +  B.  De  même 
pour  la  multiplication. 

La  notion  des  opérations  aritbmétiques  ayant  été  étendue  aux 
nombres  irrationnels,  je  puis  ajouter  les  remarques  suivantes  qui 
sont  ou  évidentes  ou  très  aisées  à  démontrer. 

Si  l'on  désigne  par  (A)  un  ensemble  admettant  pour  limite  supé- 
rieure le  nombre  A,  la  différence  entre  A  et  un  nombre  quelconque 


(')  C'est  M.  Weierstrass  ([iii  a  iniroduit  les  mots  limite  supérieure,  limite  inférieure 
{obère  Orenze,  viitere  Grenue]  et  qui  a  appelé  l'attention  sur  ces  importantes  notions. 
Celles-ci  ont  toutefois  été  relrouvécs  dans  les  œuvres  de  Bolzano,  géomètre  qui  vivait 
au  eommenccment  de  ce  siècle,  mais  dont  les  écrits,  plus  riclies  en  idées  insênieuses 
([u'en  faits  mathcm.stiques,  n'ont  ])as  attiré  tout  d'abord  l'attention  qu'ils  méritent. 

(Voir  dans  le  tome  XVIII  des  MathematiscUe  Annalen,  un  article  de  M.  Slolz  intitulé  : 
P.  Bolzano's  Bedeutiing  in  der  GescMchtc  der  Infimtesimalsrcclimmg.) 
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de  (A)  est  positive  ou  nulle;  si  l'on  se  donne  un  nombre  positif 
quelconque  z,  il  y  ;i  dans  l'ensemJjle  (A)  des  nombres  qui  rendent 
cette  différence  plus  petite  que  s. 

Si  l'on  désigne  par  (A),  (B)  deux  ensembles  admettant  pour  limites 
supérieures  les  nombres  A,  B,  l'ensemble  des  nombres  différents  que 
l'on  peut  obtenir  en  ajoutant  un  nombre  de  (A)  et  un  nombre  de  (B), 
a  pour  limite  supérieure  le  nombre  A  +  B. 

Si  les  deux  ensendjles  (A),  (B)  ne  comprennent  que  des  nombres 
positifs,  l'ensemble  des  nombres  diflërenis  que  l'on  peut  obtenir 
en  multipliant  un  nondire  de  (A)  par  un  nombre  de  (B),  a  pour 
limite  supérieure  le  produit  AB  des  limites  supérieures  des  deux 
ensembles,  etc.. 

19.  Je  vais  maintenant  me  placer  à  un  autre  point  de  vue,  qui  a 
'été  signalé  paragraphe  10,  et  montrer  comment  on  peut  définir  un 

nombre  irrationnel  au  moyen  d'une  suite  infinie  de  nombres  ration- 
nels. Les  propositions  relatives  aux  .suites  spéciales  que  je  vais  consi- 
dérer, propositions  qui  s'étendent  à  des  suites  analogues  à  termes 
irrationnels,  jouent  dans  l'analyse  un  rôle  essentiel;  la  notion  des 
opérations  arithmétiques  étant  maintenant  étendue  aux  nombres 
irrationnels,  rien  n'empêcherait  d'énoncer-  et  d'établir  ces  proposi- 
tions dans  toute  leur  généralité;  mais  on  n'y  gagnerait  pas  beaucoup 
sous  le  rapport  de  la  brièveté;  je  no  supposerai  donc  acquises  que  les 
notions  relatives  à  la  définition,  à  l'égalité  et  à  l'inégalité  des  nombres 
irrationnels,  je  ne  considérerai  d'abord  que  des  suites  à  termes 
rationnels,  je  montrerai  comment  elles  permettent  d'étendre  aux 
nomlires  irrationnels  la  notion  des  opérations  arithmétiques.  Les 
paragraphes  qui  suivent  ne  supposent  que  les  notions  et  définitions 
exposées  dans  les  neuf  premiers  paragraphes. 

20.  On  dit  qu'une  suite  infinie  de  nombres  rationnels 

(it)  «,,    Ih,     •••5    ^^ 

est  donnée  quand  on  donne  le  moyen  de  calculer  un  terme  quelconque 
i<,„  connaissant  son  l'ang. 

21.  On  (lit  qu'une  suite  infinie  de  nombres  rationnels 
00  ^'p  "-2,  ■••,  ^' 
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a  pour  limite  un  nombre  rationnel  U,  si  à  chaque  nombre  positif 
rationnel  e  correspond  un  nombre  entier  positif  n  tel  que  la  valeur 
absolue  de  U  —  Uj,  soit  plus  petite  que  e  pour  toutes  les  valeurs  de 
l'entier  jj  égales  ou  supérieures  à  n;  j'écrirai  cette  condition 

I  U  -  i(,  I  -<  s, 

en  convenant  de  représenter  en  général  par  |  x  \  la  valeur  absolue  du 
nombre  x. 

Au  lieu  de  dii'e  que  la  suite  {u)  a  pour  limite  U,  on  écrit  souvent  : 

lim  u„  =:  U. 

«=   00. 

En  retournant  en  quej'que  sorte  la  définition  qui  précède,  on  arrive 
à  la  conclusion  suivante  :  Si  la  suite  infinie  de  nombres  rationnels  (w) 
n'a  pas  pour  limite  le  nombre  rationnel  U,  il  existe  un  nombre 
rationnel  positif  t  jouissant  de  la  propriété  que  voici  :  quel  que  soit 
l'entier  positif  n,  il  y  a  un  entier  p  plus  grand  que  n,  pour  lequel  on  a  : 

Nier  en  effet  l'existence  du  nombre  s',  c'est  dire  que,  si  l'on  se 
donne  un  nombre  rationnel  positif  quelconque  e,  tout  nombre  entier 
positif  n  n'est  pas  suivi  d'un  nombre  entier  |j  pour  lequel  on  ait 

I  U  -  I.,,  I  ^  s. 

C'est  dire  par  conséquent  qu'un  certain  entier  positif  n  n'est  suivi 
d'aucun  entier  p  tel  que  l'inégalité  précédente  soit  vérifiée  ;  c'est  dire 
enfin  que  pour  tout  entier  j?  >  n,  on  a  : 

1  U  -  K,  1  <  s, 

ou  encore  que  la  suite  ((*)  admet  U  pour  limite. 

22.  On  dit  que  la  suite  infinie  de  nombres  rationnels 

(w)  M,,  u^,  ...,  ti„,  ... 

est  convergente,  si,  à  chaque  nombre  rationnel  positif  £,  on  peut  fiiire 

correspondre  un  nombre  entier  positif  n  tel  que  l'on  ait 
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pour  foutes  les  valeurs  des  entiers  p,  q  égales  ou  supérieures  à  n  (*). 
Cette  inégalité  montre  que  l'on  doit  avoir,  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  p  égales  ou  supérieures  à  n, 


on  voit  donc,  puisque  t  est  arbitraire,  que,  si  la  suite  est  convergente, 
à  chaque  nombre  rationnel  positif  yj  doit  correspondre  un  nombre 
entier  positif  n  tel  que  le  terme  u„  et  tous  ceux  qui  le  suivent  soient 
compris  entre  deux  nombres  rationnels  dont  la  différence  est  moindre 
que  r,;  réciproquement,  s'il  en  est  ainsi,  la  suite  est  évidemment 
convergente.  On  voit  encore  que,  si  à  chaque  nombre  rationnel 
positif  £  correspond  un  entier  positif  n,  tel  que  l'on  ait  pour  tous  les 
entiers  jj  >»  91, 

1  «„  —  u^,  1  <  e, 

la  suite  sera  convergente. 
Si  la  suite  infinie 

(«)  w,,  V,,  ...,  M„,  ... 

n'est  pas  convergente,  il  existe  un  nombre  rationnel  positif  e'  jouissant 
de  la  propriété  suivante  :  quel  que  soit  l'entier  positif  ??,  il  y  a  un 
entier  p  >-  n  pour  lequel  on  a  : 


La  démonstration  est  analogue  à  celle  qui  termine  le  paragraphe 
précédent. 

23.  Tous  les  termes  d'une  suite  convergente  sont,  en  valeur  absolue, 
inférieurs  à  un  certain  nombre  rationnel  positif  A. 

En  efïet  tous  les  termes,  à  partir  d'un  certain  rang  n,  finissent  par 
être  compris  entre  deux  nombres  rationnels  ;  on  peut  prendre  pour  A 
un  nombre  positif  plus  grand  que  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres 
et  des  n  premiers  termes,  abstraction  faite  des  signes. 


(')  Celle  notion  est  due  à  Ciu<"hy  qui  l'a  introriuite  à  propos  de  la  théorie  des  séries. 
Cows  d'Analyse  de  l'Ecole  royale  Polyteclinique,  Paris,  1821,  p.  125.  Elle  se  trouve  encore 
dans  les  écrits  de  Bolzauo.  Voir  lo  travail  déjà  cité  de  M.  Stolz. 
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24.  Une  suite  infinie  de  nombres  rationnels 

(u)  t(„  «„  ...,  î/„,  ..., 

telle  qu'aucun  terme  ne  soit  suivi  d'un  terme  qui  soit  plus  petit  que 
lui  el  dont  tous  les  termes  sont  inférieurs  à  un  nombre  fixe  A  est 
convergente. 

Supposons  en  efTet  que  cette  suite  ne  soit  pas  convergente  et  soit  e' 
le  nombre  positif  dont  on  démontre  l'existence  pour  chaque  suite  non 
convergente  (§  22)  ;  on  pourra  déterminer  une  suite  d'indices  croissants 
n,  n,,  «2,  ...,  tels  que  l'on  ait 

1  u„  —  u„   I  >  c' ,  . . .  ; 

d'ailleurs,  les  différences  -h„  —  i/„,  u,,^  —  t<„,  ...  sont  toutes  positives, 
à  cause  de  la  nature  de  la  suite;  en  additionnant  donc  entre  elles 
p  inégalités  consécutives  telles  que  les  précédentes,  on  trouvera  : 

tf ,,   —  if„  —  P  s' j 

ce  qui  montre  qu'on  pourrait  prendre  p  assez  grand  pour  que  le 
terme  u,,  dépassât  telle  limite  qu'on  voudrait,  et,  en  particulier,  le 
nombre  A. 

On  pourrait  dire  plus  brièvement,  en  se  reportant  au  paragraphe  17, 
que  les  termes  de  la  suite  (if)  doivent 'finir  par  être  compris  entre 
deux  nombres  quelconques  comprenant  entre  eux  la  limite  supérieure 
de  l'ensemble  formé  par  les  nombres  distincts  qui  entrent  comme 
termes  dans  cette  suite. 

On  démontrera  de  même  qu'une  suite  (h),  telle  qu'aucun  terme 
ne  soit  suivi  d'un  terme  plus  grand  que  lui  et  dont  tous  les  termes 
sont  supérieurs  à  un  nombre  fixe  B,  est  convergente. 

25.  Par  exemple,  un  nombre  décimal  indéfini,  dans  lequel  les 
chiffres  se  suivent  dans  un  ordre  déterminé  quelconque,  ne  représente 
rien  jusqu'à  présent,  mais  on  peut  affirmer  que  la  suite  infinie  dont 
on  obtient  le  terme  général  it,,  en  s'arrêtant  au  n^^"^"  chiffre  décimal 

est  convergente,  ainsi  que  la  suite  dont  le  n'^°'^  terme  est  h„  +  — —  ; 

les  termes  de  la  première  suite,  en  effet,  ne  vont  jamais  en  décroissant, 
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à  mesure  que  l'indice  augmente,  et  chaque  terme  reste  inférieur  à  un 
terme  quelconque  de  la  seconde  suite;  de  môme,  les  termes  de  la 
seconde  suite  ne  vont  jamais  en  croissant  quand  le  rang  augmente, 
et  restent  supérieurs  à  un  terme  quelcon([ue  de  la  première  suite. 

2S.  Voici  maintenant  une  propriété  des  suites  convergentes,  qui 
va  servir  à  montrer  comment  ces  suites  définissent  toujours  un 
nombre  rationnel  ou  irrationnel. 

Soit  une  suite  convergente  de  nombres  rationnels 

(u)  it,,  u.^,  ...,  i(„,  ... 

qui  n'admette  pas  zéro  pour  limite  (§  21)  :  tous  les  termes  de  cette 
suite  finissent,  après  un  certain  rang  n,  par  être  tous  de  même  signe 
et  plus  grands  en  valeur  absolue  qu'un  certain  nombre  rationnel 
positif  £. 

En  effet,  après  un  certain  rang,  tous  les  termes  de  cette  suite 
finissent  par  être  compris  entre  deux  nombres  rationnels  dont  la 
différence  peut  être  supposée^ moindre  (jue  tel  nombre  positif  ration- 
nel y;  que  l'on  voudra  (§  22).  Si  ces  deux  nombres  sont  de  même 
signe  et  qu'aucun  ne  soit  nul,  le  théorème  est  vérifié;  si  les  deux 
nombres  rationnels  ayant  entre  eux  une  différence  moindre  que  r„ 
qui  comprennent  les  termes  de  la  suite  {u)  dont  le  rang  est  égal  ou 
supérieur  à  l'entier  n  qui  correspond  à  r,  (§  22),  sont  de  signes 
contraires,  ou  si  l'un  d'eux  est  nul,  la  valeur  absolue  de  chacun  de 
ces  termes  est  moindre  que  r^  ;  s'il  en  est  ainsi  quelque  petit  que 
soit  -r;,  la  suite  a  zéro  pour  limite. 

27.  Soit 

(u)  n,,  «,,  ...,  i(„,  ... 

une  suite  convergente  de  nombres  rationnels  ;  ou  elle  admet  pour 
limile  un  nninlire  rationnel  U,  et  dans  ce  cas  je  conviendrai  de  dire 
({u'elle  (lélinit  ce  nombre  U;  ou  il  n'en  ^st  pas  ainsi,  et  alors  elle 
(I(''liiii1  un  mode  de  décomposition  en  deux  classes  de  la  totalité  des 
nombres  rationnels,  classes  telles  que  chaque  nombi'e  de  la  première 
soit  inférieur  à  chaque  nombre  de  la  seconde,  telles  en  outre  qu'il  n'y 
ait  point,   dans  la  première  classe,  de  nondjre  plus  grand  que  les 
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autres  nombres  de  la  même  classe,  ni,  dans  la  seconde  classe,  de 
nombre  plus  petit  que  les  autres  nombres  de  la  même  classe. 

Soit  en  efTet,  dans  la  seconde  supposition,  a  un  nond)ie  l'ationnel 
quelconque,  les  termes  de  la  suite 

{u')  )f,  —  rt,       n.^  —  rt,  ...,       u,^  —  a,  ... 

qui  est  évidemment  convergente  et  qui  n'admet  pas  zéro  pour  limite, 
puisque  a  n'est  pas  limite  de  la  suite  (tt),  finissent  après  un  certain 
rang  par  être  tous  positifs  ou  tous  négatifs  ;  dans  le  premier  cas,  on 
rangera  a  dans  la  première  classe,  dans  le  second  cas,  on  le  rangera 
dans  la  seconde  classe  :  il  est  clair  que  tout  nombre  de  la  première 
classe,  défini  comme  on  Vient  de  le  faire,  est  plus  petit  que  tout 
nombre  de  la  seconde  classe. 

Il  n'y  a  pas  dans  la  première  classe  de  nombre  plus  grand  que  tous 
les  autres;  si  a  est  en  efiet  un  nombre  de  la  première  classe,  les 
termes  de  la  suite  (u')  sont,  après  un  certain  rang  ?i,  tous  positifs  et 
plus  grands  qu'un  certain  nombre  positif  rationnel  s.  Si  6  est  un 
nombre  compris  entre  a  et  a  +  s,  il  est  clair  que,  après  le  rang  ?i, 
les  termes  de  la  suite 

Kj  —  h,  u.^  —  b,  ...,  !(„  —  6,  ..., 

sont  tous  positifs  et  que  h  appartient  aussi  à  la  première  classe.  Le 
même  mode  de  raisonnement  s'appliquerait  à  la  classe  supérieure. 
On  a  donc  affaire  à  un  procédé  de  décomposition  en  deux  classes  de 
la  totalité  des  nombres  rationnels  qui  définit  un  nombre  irrationnel. 
En  résumé  si  la  suite  (h)  n'a  pas  pour  limite  un  nombre  rationnel, 
elle  peut  servir  à  définir  un  nombre  irrationnel. 
Si  une  suite  convergente  à  termes  rationnels 

(m)  u^,  u,,  ...,  I(„,  ... 

définit  un  nombre  U,  rationnel  ou  non,  soit  comme  limite  de  cette 
suite,  soit  d'après  la  règle  précédemment  expliquée,  le  nombre  U  sera 
certainement  compris  entre  les  deux  nombres  rationnels  a,  h,  si  ces 
deux  nombres  comprennent  entre  eux  tous  les  termes  de  la  suite  {u), 
après  un  certain  rang;  cela  est  clair  si  le  nombre  U  est  irrationnel, 
puisque  alors  le  plus  petit  nombre  a  est  dans  la  classe  intérieure 
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relative  an  nombre  U  et  le  nombre  h  dans  la  classe  snpérieure.  Si  U 
est  la  limite  (rationnelle)  de  la  suite  (u),  on  ne  peut  avoir 

car  les  inégalités 

u„  -<  6  <;  U 

supposent  que  la  différence  U  —  «„  soit  toujours,  quel  que  soit  n,  plus 
grande  que  U  —  h  :  on  voit  de  la  même  façon  que  U  ne  peut  être 
inférieur  à  a;  on  a  donc  : 

a  ^  U  ^  h. 

Réciproquement  il  est  clair  que  si,  quels  que  soient  les  nombres 
rationnels  «,  h  qui  comprennent  le  nombre  rationnel  ou  non  U,  les 
termes  de  la  suite  (u)  finissent  toujours,  après  un  certain  rang,  par 
tomber  entre  a  et  h,  cette  suite  est  convergente  (§  22)  et  définit  un 
nombre  égal  à  U. 

Toute  suite  convergente  de  nombres  rationnels 

définit  donc  un  nombre  rationnel  ou  non  U;  réciproquement,  un 
nombre  quelconque  U  peut  être  défini  par  une  telle  suite;  si  U  est 
rationnel,  on  peut  prendre  en  particulier  pour  la  suite  (w)  une  suite 
infinie  dont  tous  les  éléments  soient  égaux  à  U  ;  si  U  est  irrationnel, 
on  peut  prendre  pour  (ii)  la  suite  des  valeurs  approchées  par  défaut 

(ou  par  exc(is)a  j^,  —,  •••>  —,  -  près. 

Observons  encore  que  si  la  suite  (h)  n'a  pas  pour  limite  zéro,  le 
nombre  U  qu'elle  définit  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  les  termes 
de  cette  suite,  à  partir  du  rang  où  ils  ont  tous  le  même  signe,  sont 
positifs  ou  négatifs.  Enfin  la  suite 

(m')  —  u,,  —  tt„  ...,  —  n,.,  ... 

est  convergente  et  définit  le  nombre  —  U  ;  car  si  après  le  rang  n  les 
termes  de  la  suite  (n)  tombent  entre  les  nombres  rationnels  a,  fo,  les 
termes  de  la  suite  {u'),  à  partir  du  même  rang,  tomberont  entre 
—  &  et  —  a. 


M„  U,,   . 

..,  tA„,   ..., 

^'i,    V.,,    ■ 

..,    V,„    .... 

IL\,  H\,  . 

...,  ('-"„,  ... 
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28.  Voici  maintenant  quelques  remarques  sur  lesquelles  repose  la 
théorie  des  opérations  à  effectuer  sur  les  nombres  définis  par  des 
suites;  plusieurs  d'entre  elles  sont  assez  simples  pour  qu'on  se  soit 
contenté  de  les  énoncer. 

Si  l'on  considère  à  la  fois  plusieurs  suites  infinies  (en  nombre  fini) 
de  nombres  rationnels 

(u) 
(v) 

(10) 


il  y  a  un  nombre  positif  A  auquel  tous  les  termes  de  ces  suites  sont 
inférieurs,  en  valeur  absolue. 

Étant  donné  un  nombre  positif  rationnel  s,  il  y  a  un  nombre  entier 
positif  n  tel  que,  sous  la  condition  que  les  entiers  p  et  q  soient  au 
moins  égaux  à  n,  on  puisse  affirmer  que  les  quantités  |  u^  —  Ug  | , 
I  "^P  —  '^V  M  ^'-j'  —  ^^'?  i'  •••  sont  moindres  que  e.  Le  nombre  n  peut 
en  effet  être  déterminé  pour  chacune  des  suites  ;  on  prendra  le  plus 
grand  des  nombres  trouvés. 

Si  les  suites  (it),  (f),  (lo),  ...  ont  pour  limites  les  nombres  ration- 
nels U,  V,  W,  ...,  à  chaque  nombre  positif  e  correspond  un  entier 
positif  n  tel  que  l'on  ait  à  la  fois  : 

I  n,  -  U  i  <  s,  I  t',  -  V  |<:  £,  I  icv  -  W  |  <  s, 

pourvu  que  le  nombre  entier  p  soit  supérieur  à  n. 
Si  les  deux  suites  infinies  de  nombres  rationnels 

(n)  «.„  u,,  ...,  «„,  ...., 

(r)  i\,  r.,,  ...,  v„,  ..., 

sont  convergentes,  il  en  est  de  même  des  deux  suites 

M,  +  r,,  If,  +  r.„  ...,  if„  +  i'„,  ... 
u,x\,  «,r.^,  ...,  if„i'„,  ... 

Je  me  contente  de  faire  la  démonstration  pour  la  seconde  suite  :  au 
nombre  positif  £  faisons  correspondre  l'entier  positif  n  de  telle  façon 
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que,  pour  p  ^  ?i,  on  ait  : 

I    7,,   I   <  3,  I    [î,   I    <  3, 

en  posant  pour  al)réger 

"j.  —  ««  =  y-p,     'î'i)  —  '*'«  ~  ^p; 

on  aura  : 

Or  si  l'on  désigne  par  A  un  noml)re  rationnel  supérieur  à  la  valeur 
absolue  de  tous  les  termes  des  suites  (u),  (v)  et  si  l'on  suppose  que  e 
soit  plus  petit  que  1,  on  aura  : 

I    h^'n    +    h-^^n    +    y-p^^p   I    <  -   C-^A    +     1). 

Par  conséquent  e'  étant  un  nombre  positif  rationnel  quelconque, 
si  l'on  prend 


2A  +  1 


et  que  l'on  détermine  n  comme  on  vient  de  l'expliquer,  on  pourra 
affirmer  que,  sous  la  condition  21  ^  >i,  on  a  : 

la  convergence  de  la  suite  considérée  est  donc  démontrée. 

Si  les  deux  suites  (tt),  {v)  ont  pour  limites  respectives  des  nombres 
rationnels  U,  V,  les  deux  suites 

u^  +  t'„  u.^  +  t'5,  ...,  «,.  +  r„,  ... 

auront  respectivement  pour  limites  U  +  V  et  UV. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  relativement  à  la  seconde  suite, 
il  suffira  de  remplacer  dans  la  démonstration  qui  précède,  ^^.,^  et  v„ 
par  U  et  V  et  de  regarder  A  comme  un  nombre  supérieur  au  plus 
grand  des  deux  nombres  |  U  |  et  ]  V  | . 

En  appliquant  plusieurs  fois  de  suite  les  propositions  précédentes, 
qui  s'appliquent  d'ailleurs  aux  suites  (évidemment  convergentes)  dont 
tous  les  termes  sont  égaux,  on  arrive  à  la  conséquence  suivante  : 

Étant  données  plusieurs  suites  infinies  convergentes  de  nombres 
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NOMBIÎES    lUR/ 

iTIOXNE 

rationnels 

(a) 

M„W„   ..., 

,  n„,  ... 

{V) 

V„    V„    .... 

,  '*'«,  - 

("') 

U\,U\,..., 

U'„,   ... 
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et  un  polynôme  F  (u,  i\  ic,  ...),  à  coefficients  rationnels,  entier  par 
rapport  aux  quantités  n,  v,  tv,  ...  la  suite  infinie  (F)  dont  le  n'*™'' 
terme  est  le  nombre  rationnel  F  (h„,  r„,  ty„,  ...)  est  convergente. 

Si  les  suites  (it),  (r),  (if)»  ••■'  ^'^^^  respectivement  pour  limites  des 
nombres  rationnels  U,  V,  W,  ...,  la  suite  (F)  aura  pour  limite  le 
nombre  rationnel  F  (U,  V,  W,  ...). 

29.  Si  les  deux  suites  infinies  convergentes  de  nombres  i-ationnels 

(h)  h,,  h.^,  ...,  H„,  ..., 

{v)  t'„  r,,  ...,  V,,  ..., 

définissent  les  deux  nombres  rationnels  ou  non  U,  V  ;  suivant  que 
l'on  aura  : 

U  =  V,       U>V,       U<V; 
la  suite 

("•')  w,  —  r,,       u.^  —  r.^,  ...,       «.„  —  r„,  ... 

aura  pour  limite  zéio,  définira  un  nombre  positif,  ou  définira  un 
nombre  négatif. 

Supposons  en  effet  U  =  V  et  soient  a,  h  deux  nombres  rationnels 
qui  comprennent  entre  eux  le  nombre  U;  après  un  certain  rang  n  les 
termes  des  deux  suites  (u),  {v)  finiront  par  tomber  enti^e  a  et  h;  à 
partir  de  ce  rang  les  termes  de  la  suite  (w)  seront  en  valeur  absolue 
moindres  que  h  —  a;  or  on  peut  supposer  ce  dernier  nomltre  moindre 
que  tel  nombre  positif  rationnel  e  que  l'on  voudra. 

Supposons  U  <;  V;  soient/),  /)',  q,  q'  des  nombres  rationnc^ls  tels 
que  l'on  ait, 

p  <;  V  <;  p'  <  g  -<  Y  <;  q'  ; 

à  partir  d'un  certain  rang  n,  les  termes  de  la  suite  (u)   finiront  par 
tomber   enti'e  p   et  ^j',   et  ceux   de  la  suite   (r),   entre  q  et  ^jf' ;  à 
partir  de  ce  rang,   les   termes    do    la    suite  (c)    seront    supérieurs 
Tannery.  —  TlUorie.  3 
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au  nombre  positif  g — p' .  La  démonstration  est  la  même  lorsqu'on 
a  U  >  V. 

Cette  proposition  est  de  celles  qui  entraînent  N'ur  réciproque;  on 
peut  affirmer  que  si  les  suites  («),  (r)  sont  converg'entes,  et  définis- 
sent les  nombres  U,  Y,  on  a,  suivant  que  la  suite  converriente  (iv)  a 
pdur  limite  zéro,  définit  un  iKUiibrc  jiositif,  ou  délinit  un  nombre 
négatif, 

U  =:  V,       U  >  Y,       u  <  Y. 

Au  surplus  le  lecteur  démontrera  directement  cette  proposition  sans 
aucune  peine. 

30.  Soient  encore  U,  V  deux  nombres  rationnels  ou  non,  définis 
par  les  suites  convergentes,  à  éléments  rationnels, 

(m)  m,,  m»,  •••,  M«,  •••, 

(u)  t\,  i'„  ...,  t\,  ..., 

la  suite 

(ir)  (f,  +  r„       u,  -h  t\,  ...,       i(„  +  t\,  ..., 

est  aussi  convergente;  elle  définit  le  nombre  U  +  Y  si  les  deux 
nombres  U,  V  sont  rationnels;  on  peut  regarder  le  nombre  W  qu'elle 
définit  dans  tous  les  cas  comme  étant,  par  définition,  la  somme  U  +  Y 
des  nombres  U,  Y.  Pour  justifier  cette  définition,  il  faut  luouver 
qu'on  arriverait  au  même  nombre  ^Y  en  partant  de  deux  autres 
suites  convergentes  à  termes  rationnels 

(m')  w,',  ui, ...,  «;, ..., 

{V)  r,',  vl,  ...,   r,:,  ..., 

qui  détinii'aient,  elles  aussi,  les  nombres  U  et  Y;  il  suffit  pour  cela 
de  prouver  ({ue  la  suite  dont  le  terme  général  est 

a  pour  limite  zéro;  or  cela  résulte  de  ce  que  ce  terme  peut  s'écrire 

{u„  —  u'„)  +  {i\  —  i\) 
et  de  ce  que  les  suites  dont  les  n''"^"^  termes  sont  respectivement 
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"**«  —  '*'«  <?t  i\^  —  r,',  ont  pour  limites  zéro,  puisque  les  suites  (u)  et 
(h')  définissent  le  même  nombre  U,  et  que  les  suites  (r)  et  (v') 
définissent  le  même  nombre  V. 

La  définition  de  l'addition  donnée  ici  coïncide  avec  celle  qui  a  été 
donnée  au  paragraphe  11;  car  si  a,  a' ,  6,  h'  désignent  des  nombres 
rationnels  tels  que  l'on  ait 

a  <;  U  <;  a',       &  <;  V  <;  6' 

les  termes  des  suites  (w),  (v)  finissent,  après  un  certain  rang  n,  par 
tomber  respectivement  entre  a  et  a',  entre  b  et  h'.  A  partir  de  ce 
moment  les  termes  de  la  sujte  (W)  tombent  entre  a  +  h  et  a'  +  h'  ; 
on  a  donc 

a  +  ?>  <;  U  4-  V  <;  «'  +  b' , 
etc. 

On  établira  sans  peine,  à  l'aide  de  la  nouvelle  définition,  les  propo- 
sitions qu'expriment  les  égalités 

U  +  V  =  V  +  U, 

u  +  (V  4-  W)  =:  u  -t-  V  +  w, 

u  +  0  =  u, 

u  +  (-  U)  =  0. 

J'ajoute  que  les  règles  données  pour  reconnaître  si  deux  nombres 
définis  par  deux  suites  convergentes  dont  les  termes  sont  rationnels, 
sont  inégaux,  et  lequel  des  deux  est  le  plus  grand,  montrent  que  la 
somme  de  deux  nombres  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  le 
premier  d'entre  eux,  suivant  que  le  second  est  positif  ou  négatif,  et 
que  si  l'on  ajoute  à  un  même  nombre  deux  nombres  difterents,  on 
obtient  deux  sommes  différentes. 

On  en  conclut  que,  étant  donnés  deux  nombres  U  et  V,  il  n'y  a 
qu'un  seul  nombre  qui  ajouté  à  V  reproduise  U;  on  l'oljtient 
d'ailleurs  en  ajoutant  —  Va  U  et  l'on  écrit  le  résultat  U  —  V ;  on  a 
en  effet,  d'après  les  principes  relatifs  à  l'addition, 

V  +  (U  —  V)  =  U  —  V  +  V  =  U  +  (—  \^  +  V)  =  u. 

Au  surplus  si  les  deux  nombres  U,  V  sont  définis  par  les  deux 
suites 

00  t<,,  11^,    ...,  M„,    ..., 

(v)  i'„  r„  ...,  r,„  ..., 
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leui'  (.liflerence  U  —  V  sera  définie  par  la  siiile 

"i  —  ''lî        *'2  —  ''25  •••'       "«  —  ''"'  ■•• 

Cette  (liflerence  sera  positive,  nulle,  ou  négative  suivant  que  l'on 
aura  U  >-  V,  U  =  V,  U  <:  V.  Les  propositions  relatives  aux  égalités 
ou  inégalités,  d'après  lesquelles  on  peut  ajouter  ou  retrancher  un 
même  nombre  aux  deux  membres,  faiie  passer  un  terme  d'un 
membre  dans  l'autre,  s'étendent,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  des 
nombres  rationnels  aux  nombres  irrationnels. 

31.  Si  U  et  V  sont  deux  nombres  définis  par  les  deux  suites 
convergentes  à  termes  rationnels 

(m)  h,,   «,,    ...,    H„,    ..., 

(!')  r.,  i\,  ...,  t'„,  •••, 

la  suite  convergente 

aura  pour  limite  UV  si  U  et  V  sont  rationnels  et,  dans  les  autres  cas, 
définira  un  nombre  W  que  l'on  pourra  regarder  comme  étant,  par 
définition,  le  produit  UV  des  deux  nombres  U,  V. 

Cette  définition,  comme  celle  de  l'addition,  doit  être  justifiée;  on 
le  fera  sans  peine  en  employant  le  procédé  indiqué  au  paragraphe  '28. 

Les  théorèmes  relatifs  aux  produits  de  facteurs  s'étendent  immé- 
diatement aux  cas  où  ces  facteurs  sont  irrationnels. 

Le  produit  UV  ne  peut  être  nul  que  si  l'un  des  facteurs  est  nul, 
puisque,  si  aucune  des  suites  (m),  (v)  n'a  pour  limite  zéro,  leurs 
termes  sont  tous,  après  un  certain  rang,  supérieurs  en  valeur  absolue 
à  un  certain  nombre  positif;  il  en  est  donc  de  même  de  la  suite  (w). 
Si  l'un  des  facteurs  est  nul,  le  produit  est  nul. 

La  règle  des  signes  se  généralise  sans  difticulté. 

Si  U,  V,  "W  sont  trois  nombres  quelconques,  on  a  : 

(U  +  V)  W  rrz  U  AV  +  VW. 

En  iiiiillipliaiil  un  même  nombre  non  égal  à  zéro  par  deux  nombres 
différents,  le  sens  de  l'inégalité  obéit  à  la  même  loi,  qu'il  s'agisse  de 
nombres  rationnels  ou  de  nombres  irrationnels. 
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32.  Soient  U,  V  deux  nombres  définis  par  les  deux  suites  conver- 
gentes à  termes  rationnels 

(u)  K,,  Hj,  ...,  w„,  ..., 

(v)  ■*',,  ^,  •••,  t'«,  ••• 

Si  V  est  nul  sans  que  U  le  soit,  il  n'y  a  aucun  nombre  qui  multi- 
plié par  V  reproduise  U;  si  V  n'est  pas  nul,  un  tel  nombre,  s'il 
existe,  est  unique;  cela  résulte  des  remarques  linales  du  dernier 
paraii-rapbe;  s'il  était  prouvé  que  la  suite 

("')  ■-'  -'  •••'  -  '  ■■■' 

est  convergente,  le  nombre  qu'elle  définirait  répondrait  à  la  question. 

Avant  de  prouver  cette  convergence,  il  convient  de  remarquer 
qu'un  certain  nombre  de  termes  de  la  suite  (iv)  peuvent  être  privés 
de  signilication;  ce  sont  ceux  qui  présenteraient  un  dénominateur 
nul.  Toutefois  puisque  la  suite  (v)  n'a  pas  pour  limite  zéro,  après  un 
certain  rang,  on  n'y  rencontre  plus  de  termes  nuls;  à  partir  de  ce 
même  rang,  on  ne  rencontrera  plus  dans  la  suite  (w)  de  ces  termes 
exceptionnels;  quant  à  ceux  que  l'on  pourrait  rencontrer  au  com- 
mencement, rien  n'empêcbe  de  les  supprimer  ou  de  les  remplacer 
par  tels  nombres  rationnels  que  l'on  voudra  :  c'est  la  suite  ainsi 
modifiée  que  je  considérerai  désormais. 

Puisque  la  suite  convergente  (v)  n'a  pas  pour  limite  zéro,  à  partir 
d'un  certain  rang  tous  les  termes  sont,  en  valeur  absolue,  supérieurs 
à  un  certain  nombre  rationnel  positif  w  ;  soit  d'un  autre  côté  s  un 
nombre  rationnel  positif  quelconque  ;  il  y  aura  un  entier  positif  n  tel 
que  sous  la  condition  p  ^  ??,  on  ait 

I  v^,  I  >  (.),        I  aj  <  £,        I  ,3;,  I  <  s, 

en  posant  pour  abrégci', 

y-,,  =  "y,  —  "„,       Pi<  =  «V  —  t\r 


Maintenant  on 


^.", 


et  par  conséqueni,  en  désignant  par  A  un  nombre  r.ilionncj  positif 
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supérieur  aux  valeurs  absolues  des  termes  des  suites  (u),  (v), 


tt„  I        2 As 
i\  or 


A,  (I)  sont  des  nombres  fixes,  s  est  arbitraire;  on  voit  donc  que,  quelque 
petit  que  soit  le  nombre  rationnel  positif  e',  il  existe  un  indice  n  tel 
que  sous  la  coudilion  j)  ^n,  on  ait  : 


La  convergence  de  la  suite  ((/')  est  donc  démontrée.  La  suilc  (w) 
déiinil  donc  un  nondjre  W,  rationnel  ou  non,  tel  que  l'on  ait 

U  =  vw, 

le  nombre  étant  nécessairement  unique,  il  n'est  pas  utile  de  démontrer 
ici  que,  si  les  deux  suites  convergentes  à  termes  rationnels 

(il')  ii[,  iil,  ...,  ;/',,  ..., 

(i'')  v[,  v[,  ...,  W,,  ..., 

définissent  aussi  les  nombres  U,  V,  la  suite 
{w')  -T'  -,  '  •••'  -7'  •••' 

définira  encore  le  nombre  W  ;  au  surplus  la  démonstration  ne  présen- 
terait aucune  difticulté. 

33.  La  définition  des  quatre  opérations  fondamentales  de  l'arithmé- 
tique, les  propriétés  essentielles  concernant  ces  opérations,  les  règles 
élémentaires  relatives  à  la  transformation  des  ég-alités  et  des  inégalités 
sont  maintenant  étendues  aux  nombres  irrationnels,  et  l'on  est  à 
même  de  doiuioi'  tout  d'un  coup  une  exlensit)n  considérable  aux 
notions  qui  ont  été  notre  point  de  départ.  Ilien  n'empêche  en  effet 
de  considérer  des  suites  infinies 

(m)  h,,  u,,  ...,  «„,  ..., 

dont   les  termes  sont  des    nombres    rationnels   ou    irrationnels.   La 
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suite  (u)  sera  donnée,  si  l'on  donne  le  moyen  de  déterminer  un 
terme  quelconque  m„,  connaissant  son  rang  ;  on  entend  par  là,  si  l'on 
a  atTaire  à  un  nombre  irrationnel,  que  l'on  donne  le  moyen  d'effectuer 
cette  décomposition  en  deux  classes  de  la  totalité  des  nombres  ration- 
nels qui  définit  un  nombre  irrationnel,  ou  que  l'on  donne  une  suite 
infinie  convergente  à  termes  rationnels 

(r)  }•,,  r,,  ...,  ?•„,  ..., 

qui  définisse,  au  sens  du  paragraphe  27,  le  nombre  t(„. 

On  dira  qu'une  telle  suite  {u)  est  convergente  si,  s  étant  un  nombre 
positif  quelconque,  il  existe  Un  indice  n  tel  que,  sous  les  conditions 
/j  ^  H,  7  ^  n,  ou  ait 


définition  légitime  puisque  l'opération  u^,  —  if^  a  un  sens,  ainsi  que 
l'inégalité  môme;  l'extension  des  propositions  démontrées  à  propos 
des  suites  à  termes  rationnels  se  fera  d'elle-même;  il  suffira  de 
supprimer  cette  épitbète  rationnel  là  où  elle  n'a  été  mise  que  pour 
avoir  affaire  à  des  opérations  connues.  On  dira  que  la  suite  (m)  a  pour 
limite  un  nombre  rationnel  ou  irrationnel  U  si,  quel  que  soit  le 
nombre  positif  s,  il  existe  un  nombre  entier  positif  n  tel  que  sous  la 
condition  jj  >>  h,  on  ait  : 

I  l'  -  ''.  1  <  ^ 

Si  la  suite  (h)  est  convergente  et  n'a  pas  pour  limite  1(^  nombre  a, 
la  suite 

»,  —  a,       «2  —  ^'>  ■■•■)       "«  —  ^'^^  •■•? 

jouira  de  la  propriété  que  voici  :  à  partir  d'un  certain  l'ang  )î,  tous 
les  termes  sont  de  même  signe  et  supérieurs,  en  valeur  absolue,  à  un 
certain  nombre  positif  w. 

On  en  conclura  qu'une  suite  convergente  {u)  admet  une  limite 
rationnelle  ou  définit  un  nombre  irrationnel;  la  décomposition  de  la 
totalité  des  nombres  rationnels  en  deux  classes  se  fera  comme  il  a  été 
expliqué  au  paragraphe  27;  on  mettra  dans  la  première  classe  le 
nombre  rationnel  a  si  les  termes  de  la  suit(> 


a. 
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sont  api'ès  un  ccriain  rani;-  Ions  positifs;  on  iiieltra  ce  nombre  dans  la 

seconde  classe,   si   les  termes  de  cette  suite    finissent    par   devenir 

nép^atifs. 

34.  Il  importe  de  remarquer  maintenant  qu'une  suite  convergente 
admet  pour  limite  le  nombre  ([u'elle  définit.  Il  n'y  a  lieu  à  démons- 
tration que  si  ce  nombre  est  irrationnel. 

Soit  donc 

(u)  (/,,   (fj,   ...,   )(„,   ..., 

une  suite  convergente  qui  définisse  un  nombre  irrationnel  U  ;  soient 
a,  h  deux  nombres  rationnels  qui  comprennent  le  nombre  U;  le 
raisonnement  du  paragraphe  27  monti'(>  que  tous  les  termes  de  la 
suite  (a)  finissent  après  un  certain  rang  /;  par  tomber  entre  a  et  h; 
leur  diflér(>nce  avec  U  est  alors,  en  valeur  absolue,  moindre  que 
\  h  —  a  \;  mais  ce  dernier  nomltre,  pouvant  être  supposé  aussi  petit 
qu'on  le  veut,  il  est  bien  prouvé  que  la  suite  (u)  a  U  pour  limite. 
Réciproquement  on  aperçoit  de  suite  que  toute  suite  qui  admet  une 
limite  est  convergente. 

En  particulier,  une  suite  infinie  dont  les  termes  vont  en  croissant 
(ou  plutôt  sans  jamais  décroître)  à  mesure  que  leva-  rang  augmente 
et  restent  inférieurs  à  un  nombre  ii\e  A,  est  convergente,  elle  admet 
donc  une  limite.  On  aperçoit  de  suite  que  cette  limite  ne  peut  être 
inférieure  à  un  terme  de  la  suite  quel  qu'il  soit.  Une  proposition 
toute  pareille  concerne  les  suites  dont  les  termes  vont  en  décroissant 
continuellement  et  restent  cependant  supérieurs  à  un  nombre  fixe. 

35.  Si,  au  lieu  de  recommencer  toute  la  tbéorie  des  nombres 
irrationnels,  en  prenant  pour  point  de  départ  les  suites  convergentes, 
on  avait  voulu  utiliser  les  notions  établies  dans  les  paragraphes  41, 
12,  13,  l'elativeinent  aux  opérations  ai'ithmétiques,  on  aurait  pu 
énoncer  beaucoup  plus  tôt  la  proposition  fondamentale  du  paragraplie 
précédent.  Toutefois,  on  n'y  aurait  guère  gagné  que  de  pouvoir 
énoncer  dans  toute  leur  généralité  les  propositions  contenues  dans  les 
paragraphes  20-29,  tandis  qu'on  a  été  obligé  de  se  re.streindre  à  la 
considération  dos  suites  à  tmiios  lationnels.  Une  fois  la  notion  des 
opérations  arithmétiques  ac({uises,  soit  ])ar  un  procédé,  soit  par  un 
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autre,  la  généralité  de  ces  propositions  et  des  démonstrations  qu'on 
en  a  données  s'aperçoit  d'un  seul  coup  d'œil.  Je  me  contenterai 
d'énoncer  le  théorème  suivant  (§  28). 

36.  Soient 

M,,  Hj,  ...,  u„,  ..., 
r,,  v.^,  ...,  r„,  ..., 
w.,  ll\^,  ...,  U'„,  ..., 


des  suites,  en  nombre  fini,  ayant  respectivement  pour  limites  les 
nombres  U,  V,  AV,  ...,  et  soit 

?(",  V,   IV,   ...) 

une  fonction  rationnelle  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont 
des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  variables  u,  r,  lo,  ...;  si  Ton 
n'a  pas 

^(U,  Y,  W,  ...)  =  0, 

la  suite  iulinie  dont  le  n'^'™*^  terme  est 

/•(»„,  r,„  w,,,  ...) 
?l",>,  ■«'«,  "-'«,  •••) 

etc.,  dont  on  supprime  toutefois,  s'il  y  a  lieu,  les  termes,  en  nombre 
nécessairement  fini,  qui  auraient  un  dénominateur  nul,  a  pour  limite  : 

^  /■(U,V,W,  ...) 

et  cela  que  les  nombres  h,  r,  a\  ...,  U,  V,  W,  ...  soient  rationnels 


37.  Le  sens  qu'il  faut  atlriliuer  à  cvs  mots  :  limite  d'une  suite 
iufinic,  a  été  suffisamment  éclairci  dans  les  paragraphes  qui  pré- 
cèdent; je  terminerai  ce  chapitre  en  indiquant  une  autre  acception 
du  mot  limite,  à  laquelle  conduit  la  considération  des  ensembles. 

Soit  (E)  l'ensemble  des  nombres  distincts,  rationnels  ou  non,  qui 
satisfont  à  une  condilioii   ilnimée   quelconque  (,^  15),   et   supposons 
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que  (E)  comprenne  un  nombre  infini  d'éléments;  on  dira  que  le 
nombre  x  est  une  valeur  limite  de  l'ensemble  (E)  si,  quelque  petit 
que  soit  le  nombre  positif  a,  il  existe  une  infinité  de  nombres  appar- 
tenant à  l'ensemble  (E),  compris  enlre  x  —  a  et  x  +  a.  Par  exemple 
si  la  suite  infinie 

(h)  -?(,,    Hj,    ...,   ?<„,    ... 

admet  pour  limite  le  nombre  .r,  et  si  cette  suite  admet  une  infinité 
de  termes  distincts,  ce  nombre  x  sera  une  valeur  limite  (évidemment 
unique)  de  l'enisemble  (E)  dont  les  éléments  sont  les  termes  distincts 
de  la  suite  {u);  il  est  à  remarquer  que,  dans  cette  nouvelle  notion, 
l'ordre  des  éléments  n'intervient  pas.  Un  nombre  irrationnel  peut 
être  regardé  comme  une  valeur  limite  de  l'ensendïle  de  ses  valeurs 
approcbées  à  a  près,  a  étant  un  nombre  rationnel  positif  quelconque; 
si  l'on  considère  l'ensemble  des  nombres  rationnels  compris  entre 
zéro  et  un,  tout  nomltre  compris  entre  zéro  et  un  peut  être  regardé 
comme  une  valeur  limite  de  cet  ensemble.  Cette  notion  conduit  au 
tliéorème  suivant,  qui  est  dû  à  M.  Weierstrass. 

38.  Tout  ensemble  (E),  dont  les  éléments,  supposés  distincts  et  en 
nombre  infini,  sont,  en  valeur  absolue,  inférieurs  à  un  nombre  A, 
admet  au  moins  une  valeur  limite  x. 

Tous  les  nombres  de  l'ensemble  sont  en  effet  compris  entre  —  A 
et  +  A;  partageons  en  dix  intervalles  égaux  l'intervalle  de  — ^  A 
à  +  A;  ces  intervalles  seront  limités  par  les  nombres 

.        2A  ^        4A 

-A,       -A^--^^,      _A+  -,...,       A,        ^ 

il  y  a  assurément  un  nombre  infini  de  valeurs  de  l'ensemble  qui 
tombent  dans  un  intervalle  partiel  ;  autrement,  le  nombre  des  éléments 
de  l'ensemble  serait  fini;  soit  a,,  b,  (a,  -<;  6j)  l'un  de  ces  intervalles 
où  tombent  un  nombre  infini  d'éléments,  en  décomposant  de  même 
l'intervalle  de  a,  à  h^  en  dix  intervalles  égaux,  limités  par  les  nombres 

h.  —  a. 
on  trouvera  encore  un  intervalle  partiel  limité  par  les  nombres  «j,  h. 


(a) 

a„  a„  ...,  a„,  ..., 

(b) 

&„  &,,  •••,  ^^.,  •••, 

tels  que  ' 

l'on  ait 

a,  <  a,  :<  «3  :<  ...,       b^^  b. 

?>..  —  a..  —  -î ■> 
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(«2  <;  6j),   dans  lequel  tombera  un  nombre  infini  d'éléments  ;   en 
continuant  toujours  de  la  même  façon,  on  formera  deux  suites  infinies 


K, 


10» 

telles  en  outre  que  chaque  terme.de  la  première  soit  inférieur  à  chaque 
ferme  de  la  seconde;  ces  deux  suites  sont  convergentes  et  admettent 
une  même  limite  x.  Mais  dans  chaque  intervalle  limité  par  deux 
termes  correspondants  quelconques  a„,  ?>„,  il  tombe  une  infinité  de 
nombres  appartenant  à  l'ensemble  (E)  ;  puisque,  quel  que  soit  le 
nombre  a,  les  termes  des  suites  (a)  et  (h)  sont,  après  un  certain  rang-, 
tous  compris  entre  x  —  a  et  .r  +  a,  il  est  bien  prouvé  que  x  est  une 
valeur  limite  de  l'ensemble  (E). 

39.  L'ensemble  (E')  des  valeurs  limites  d'un  ensemble  (E)  est 
lui-même  un  ensemble  bien  défini,  qui  peut  d'ailleurs  être  composé 
d'un  nombre  fini  ou  infini  d'éléments;  l'ensemble  (E')  est  dit  dérivé 
de  l'ensemble  (E);  on  peut  aussi  considérer  l'ensemble  (E")  dérivé  de 
.l'ensemble  (E'),  etc.  M.  G.  Cantor  a  fait  une  étude  approfondie  des 
propriétés  qui  naissent  de  la  considération  des  ensembles  dérivés  (i). 


(')  Acta  Matliemaiica,  I.  IL 


CHAPITRE  II 

DES  SÉRIES  ET  DES  PRODUITS  INFINIS. 

40.  Soit 

•U,,     ^2,     ...,    «-„,     ..., 

une  suite  iniiuie  (juelconque;  si  elle  est  convergente  et  a  pour  limite 
le  nombre  U,  je  conviendrai  de  dire  que  u„  a  pour  limite  U,  ou  tend 
vers  la  limite  U,  lorsque  n  grandit  indéfiniment,  ou  pour  n  infini  et 
d'écrire 

lim  //„  =  1'. 

n  z=z  00. 

Dans  les  mêmes  conditions,  si  U  =  0,  je  conviendrai  de  dire  que  r<„ 
est  infiniment  petit  pour  n  infini. 

Si  à  chaque  nondire  positif  A  correspond  un  entier;)  tel  que  l'on  ait 

«„  :>  A 
sous  la  condition 

n  ^  p, 

je  conviendrai  de  dire  que  u^  grandit  indéfiniment  avec  n,  ou  lorsque  n 
grandit  indéfiniment,  et  d'écrire  ii„  =:  oo,  pour  n  ==  no.  Dans  ce  cas, 
comme  dans  l'autre,  il  est  inutile  de  spécifier  que  n  grandit  indéfi- 
niment par  des  valeurs  entières  et  positives;  il  faudrait  le  faire 
toutefois,  si  l'on  craignait  quelque  ambiguïté. 

41.  Soit 

H,,    U.,,    ...,    11,^,   ..., 

une  suite  infinie  quelconque. 
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La  série 
(S)  «1  +  n,  +  ...  +  M„  +  ..., 

est  dite  convergente  si  la  suite  infinie 
(s)  Sp  s,,  ...,  .s„,  ..., 

où 

s,  =  if,,  s,  =  «,   +   Itj,    ...,  S„  =  M-,   +   W,  +    ...    +   M,„    ..., 

est  elle-même  convergente,  la  limite  S  de  cette  suite,  ou  si  l'on  veut, 
la  limite,  pour  n  inlini,  de  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (S)  est  dite  alors  la  somme  de  la  série  (S) . 

Une  série  qui  n'est  pas  convergente  est  divergente.  Par  exemple, 
l'identité 

1   -h  X  -\-  X^  +   ...   +  X  "  -  '  = ? 

1  X 

montre  que  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
1  4-  X  +  x'^  +  ...  -t-  X-"-'  -i-  ..., 

1 

tend,  lorsque  n  augmente  indéfiniment  vers ■>  quand  x  est 

compris  entre  —  4  et  +  1  ;  cette  série  est  convergente  quand  la 
valeur  absolue  de  x  est  plus  petite  que  un.  La  même  identité  montre 
que  la  valeur  absolue  de  la  somme  des  n  premiers  termes  augmente 
indéfiniment  avec  n  quand  on  a  |  x  |  >-  1  :  dans  ces  conditions  la 
série  est  divergente.  On  voit  directement  qu'il  en  est  de  même 
pour  X  =  i.  Enfin,  quand  x  ^  —  1,  la  somme  des  n  premiers 
termes  est  zéro  ou  un  selon  que  n  est  pair  ou  impair;  cette  somme 
ne  peut  avoir  de  limite  pour  n  infini;  la  série  est  encore  divergente. 
11  convient  de  remarquer,  en  supposant  la  série  (S)  convergente, 
que  si  l'on  considère  une  suite  inlinie  de  nombres  entiers  positifs 

a,,  a.^,  ...,  x„j  ..., 

telle  que  a„  grandisse  indéfiniment  avec  7i,  la  suite  infinie 

Sa,,  Sj(j,  ...,  .Sa„,   ..., 

aura  pour  limite  la  somme  S  de  la  série  (S). 
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42.  Il  serait  naturel  de  dire,  par  analogie  avec  les  séries,  que  le 
produit  infini 

(P)  !*,((,...)/„..., 

est  convergent,  quand  la  suite  infinie 

{p)  l\,lh^  ■■■.V,n  •••, 

où 

/),  rr:  H,,         ^J^  =  H,  Hg,    . . .,         y)„  =  H,  )/,...  H,„   .. ., 

est  convergente  et  d'appeler  valeur  du  produit  infini  la  limite  de 
cette  suite;  toutefois,  pour  le  moment,  je  ne  regarderai  un  tel  produit 
comme  convergent  que  si  cette  limite  est  différente  de  zéro;  ainsi  le 
produit  infini 

111  1 

-XgX-X...  x-x  ..., 

pour  lequel 

1 

Pn  = 


1.2.3...  n 


tend  évidemment  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  ne  doit 
pas  être  regardé  comme  convergent;  un  produit  infini  convergent, 
dans  le  sens  restreint  du  mot,  ne  peut  admettre  aucun  facteur  nul. 
L'identité 

1  _  x'-"        1  —  x^  1  —  ce'*  1  —  x'-" 


1 — X         1  —  xl — X'        i  cc-"~^ 

=  {l+x)  (1  +  x')  ...  (1  +  x'-""') 
montre  que  le  produit  infini 

(1  +  .'■)  (1  +  x')  (1  +  cc^)  ...  (1  +  x'")  ... 

1 

est  convergent  et  que  sa  valeur  est quand  la  valeur  absolue 

de  x  est  plus  petite  que  un  ;  le  même  produit  est  divergent  pour  les 
autres  valeurs  de  x. 

43.  Il  est  clair  que  les  deux  .séries 
(S)  «,  4-  «2  +  •••  +  «„  +  U„  +  i  +  H  „ +  2  +  •■•, 

(S'  )  U„  +  i    -\-   1(  n  +  2   +    ■■■    -i-    If  n+p    +    ■■• 
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sont  convergente.s  ou  divergentes  en  même  temps  ;  car  si  l'on  conserve 
les  notations  du  paragraphe  41  pour  la  première  série  et  que,  pcjur 
la  seconde,  on  fasse 

les  deux  suites 

s„  K,,  S3, ...,     s;,  s;,  s;, ..., 

étant  telles  que  deux  termes  de  même  rang  diffèrent  de  s„  sont 
convergentes  en  même  temps;  leurs  limites,  si  l'une  d'elles  est 
convergente,  différent  aussi  de  s„;  si  la  série  (S)  est  convergente,  la 
somme  de  la  série  (S'),  égalemenl  convergente,  s'appelle  le  reste  de 
la  série  (S)  bornée  au  terme  u„. 

De  même,  si  l'un  des  deux  produits  infinis 

ît,«,   ...    U„U„+l  Uu  +  2   ••-, 
U  ,i  4.  1  ît  ,j  4-  2    ...    U  ,1+2)    ..., 

est  convergent,  il  en  est  de  même  de  l'autre,  et  dans  ce  cas,  la 
valeur  du  premier  produit  infini  est  égale  à  celle  du  second  multi- 
pliée par  u^,  u.^,  ...,  H„. 

Cette  remarque  est  utile  lorsqu'on  a  à  décider  de  la  convergence 
ou  de  la  divergence  d'une  série  ou  d'un  produit  infini  dont  les 
premiers  termes  présentent  quelque  irrégularité. 

44.  En  se  reportant  à  ce  qui  a  été  dit  pour  les  suites  infinies  qui 
admettent  une  limite  (§  36),  on  aperçoit  de  suite  la  vérité  des  propo- 
sitions suivantes. 
Si  les  séries 

u^  4-  H,  +  1^3  +  ..., 
i\  +  *',  -f-  ('3  +  ..., 

sont  convergentes  et  admettent  pour  sommes  les  nombres  S  et  T, 

les  séries 

«(/,  4-  «H.,  -I-  a  if  3  +  ..., 
(î<.,  -t-  %\)  +  (u,  +  i\)  +  ...  +  (h„  -f-  î'„)  +  ..., 
("1  —  ^\)  +  ("i  —  ''s)  +  •••  +  ("«  —  i'«)  4-  •••, 

sont  aussi  convergentes  et  admettent  respectivement  pour  sommes 
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«S,  S  -f-  T,  S  —  T  :  le  lecteur  trouvera  sans  peine  des  énoncés 
analogues  pour  les  produits  infinis. 

45.  D'après  la  définition  des  suites  convergentes,  pour  qu'une 
série 

(S)  H,    +    H,   -f-    ...   +    U„  ... 

soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  que,  à  chaque  nombre  positifs 
corresponde  un  entier  positif  n  tel  que  l'on  ait,  quel  que  soit  l'entier 
positif  «(, 

I   .S„  +  ,„  —  S„   I    =   I   U„+i    +    7(„+.  +    ...    +    H.n  +  „,   1    <£(!). 

On  voit  en  particulier  que,  si  la  série  est  convergente,  u.„4.  i  =  s,,  +  i 
—  s„  doit  décroître  indéfiniment  quand  n  augmente  indéfiniment  : 
cette  condition  ne  suffit  pas  d'ailleurs  à  la  convergence,  comme  on  le 
verra  plus  tard.  De  la  proposition  générale  résulte  immédiatement 
celle-ci  :  Quand  une  série  est  convergente  et  a  tous  ses  termes  positifs, 
elle  reste  convergente  quand  on  modifie  le  signe  de  tel  terme  que 
l'on  veut  ou  que  l'on  remplace  un  ou  plusieurs  termes  par  des  nombres 
plus  petits  en  valeur  absolue  ;  en  effet,  dans  la  série  modifiée,  la  somme 

\U„  +  ,  +  Un  +  2  +  •••  +  u„  +  p  I 

est  au  plus  égale  à  la  somme  analogue  dans  la  série  proposée. 

De  même,  quand  une  série  a  tous  ses  termes  positifs  et  qu'elle  est 
convergente,  il  en  est  de  même  de  toute  série  qui  s'en  déduit  par  la 
suppression  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  termes,  de  tous  les  termes 
de  rang  pair  par  exemple.  On  retrouvera  plus  tard  ces  propositions 
en  suivant  une  autre  voie. 

46.  Pour  qu'un  produit  infini 

(P)  t<l«j  ...  Un  ••• 

soit  convergent,  il  faut  et  il  suffit  que,  h  chaque  nombre  positif  e 
réponde  un  entier  positif  n  tel  que  l'on  ait,  quel  que  soit  l'entier 


(')  Caucliy,  Cours  d'Analyse,  etc.,  p.  125. 
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positif  >n, 

(1)      \Pn  +  m  —  'Pa  I  =  |  «-.'".  •••  n„  (  l  —  It  „  +  i  ^t  „  +  2  . . .  U  „  +  m)  1  <  £• 

Puisque,  si  le  produit  infini  (P)  est  convergent,  la  suite 

Pi  =  W,,        p^  =  Itjtfj,  ...,  p^  rr:  U^u^  ...  î*„,  ..., 

a  une  limite  différente  de  zéro,  ces  termes,  à  partir  d'un  certain  rang  i 
sont  supérieurs  en  valeur  absolue  à  un  certain  nombre  positif  a;  si 
l'on  désigne  par  ^  un  nombre  au  plus  égal  au  plus  petit  des  nombres 

on  aura,  quel  que  soit  n, 

]  u,u,  ...  î*„  I  >  p 
et  par  suite,  l'inégalité  (1)  entraîne  la  suivante  : 

1    1    —  W„  +  i  Un  +  2   ■■■    il„  +  m    i    <!' 

et  cela  quel  que  soit  m. 

Inversement  si,  à  chaque  nombre  positif  •/;,  répond  un  entier 
positif  n  tel  que  l'on  ait,  quel  que  soit  l'entier  positif  m, 

1    1   —  l(„  ^  1  M„+2  ...  U„  +  m  1   <  •/;, 

on  peut  affirmer  que  le  produit  infini  (P)  est  convergent;  on  aura 
alors  en  effet,  en  conservant  toujours  les  mêmes  notations, 

\Pn  +  m—Pn  1   <   I   tf ,  «a   •••   l^n   \   '0 

et.  il  suffit  de  supposer  -q  choisi  de  façon  que  l'on  ait 

pour  retomber  sur  l'inégalité  (1). 

En  particulier,  pour  que  le  produit  infini  P  soit  convergent,  il  faut 
que  les  quantités  |  1  —  u,^  + 1  \  tendent  vers  zéro  quand  n  augmente 
indéfiniment;  cette  condition  toutefois  n'est  pas  suffisante. 

On  a  l'habitude,  qui  sera  suivie  désormais,  d'écrire  un  produit 
infini  sous  la  forme 

{l  +  t\){i  +  v,)...{l^.v,y..; 

Tannery.  —  Théorie.  i 


50  THÉORIE   DES    FONCTIONS   d'uNE   VARIABLE. 

alors,  si  le  produit  infini  est  convergent,  les  quantités  t'„  tendent  vers 
zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

47.  Parmi  les  séries,  il  y  a  lieu  de  considérer  particulièrement 
celles  qui  restent  convergentes  lorsque  l'on  remplace  tous  leurs  termes 
par  leurs  valeurs  absolues  :  ce  sont  celles-là  seules,  comme  on  le  verra 
plus  tard,  qui  méritent  le  nom  de  sommes,  en  ce  sens  qu'elles  jouissent 
des  propriétés  essentielles  des  sommes  d'un  nomhre  fini  de  termes  : 
on  peut,  en  effet,  changer  l'ordre  de  leurs  termes,  remplacer  plusieurs 
termes  par  leur  somme  effectuée,  sans  modifier  leur  valeur.  On  conçoit 
donc  qu'un  intérêt  spécial  s'attache  à  l'étude  de  la  convergence  des 
séries  à  termes  positifs;  aussi  donnera-t-on  dans  la  suite  diverses 
règles  pour  reconnaître  cette  convergence;  mais  il  importe  de  faire 
dès  à  présent  la  remarque  suivante  : 

48.  Si  la  série 

(S)  «,  +  u^  +  Mj  +  ...  i/„  +  ... 

a  tous  ses  termes  positifs,  la  suite 

(s)     s,  =r  tt,,  Sj  =  ttj  4-  U^,   ...,  S„  =  U^  +  tfj  +   ...   +  tt„,   ... 

est  telle  que  tous  ses  termes  aillent  constamment  en  croissant;  elle 
est  donc  convergente  ou  divergente  suivant  qu'il  restent  au-dessous 
d'une  limite  fixe,  ou  qu'ils  grandissent  indéfiniment. 

Dans  le  premier  cas,  si  tous  les  termes  de  la  suite  (s)  sont  inférieurs 
à  un  nombre  positif  A,  la  série  (S)  est  convergente  et  a  une  somme 
au  plus  égale  à  A  ;  dans  ce  cas,  la  somme  d'autant  de  nombres  que 
l'on  voudra  pris  dans  la  suite  ll^,  it^,  ...,  îi„,  ...  est  inférieure  à  A. 
Dans  le  second  cas  au  contraire,  caractérisé  par  ce  fait  que,  quel  que 
soit  le  nombre  positif  A,  on  peut  prendre  dans  la  même  suite  assez 
de  termes  pour  que  leur  somme  dépasse  A,  la  série  (S)  est  divergente. 

Il  résulte  de  là  que  si  la  série  (S),  à  termes  positifs,  est  convergente, 
elle  restera  convergente  quand  on  remplacera  tels  termes  que  l'on 
voudra  par  des  nombres  positifs  plus  petits  ou  lorsqu'on  supprimera 
un  nombre  fini  ou  infini  de  termes  (§  45). 

49.  Le  caractère  fondamental  des  séries  convergentes  à  termes 
positifs  permet  de  démontrer  l'importante  proposition  que  voici  : 
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La  série 

_L         J_        -JL  1 

y^)  p  +a  +  2i+«  "^  3'  +^  "^   ■■■   "^  Jl^  ^'^  "^    *"' 

est  convergente  si  a  est  positif,  divergente  si  a  est  nul  ou  négatif  (i). 
Considérons  en  effet  l'ensemble  des  termes  de  cette  série  qui  corres- 
pondent à  ceux  des  nombres  entiers  qui  admettent  un  même  nombre 
de  chiffres,  p  par  exemple;  il  y  a  10^  —  10^-'  =  9  X  10''-^  tels 
nombres;  chacun  d'eux  est  compris  entre  10^'"^  et  lOï*;  chacun  des 

1 
termes  correspondants  de  la  série  est  donc  compris  enti^e -, 

^  .  '■  IOp  C  +  a) 

1 

et  J-: 777^ — -  '  et  la  somme  de  ces  termes  est  comprise  entre 

9XlO''-'_       9  9XlO^-'_        9 

Ceci  posé,  désignons  par  s„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (1),  on  pouri^a  prendre  dans  la  série 

assez  de  termes  pour  que  leur  somme  dépasse  s„  :  or,  si  a  est  positif, 
les  termes  de  la  série  (2)  sont  les  termes  d'une  progression  géométrique 

1 

décroissante  dont  la  raison  est  jr—  ;  la  somme  d'autant  de  termes  que 

l'on  veut  est  inférieure  à 

9.10« 


10«—  1 
On  a  donc,  quel  que  soit  n, 

9.10' 


10^ 
La  série  (1)  est  donc  convergente. 


(1)  On  doit  supposer  ici  a  rationnel,  mais  cette  restriction  se  lèvera  d'ello-mème  dés 
que  l'on  aura  déliai  le  sens  qu'il  convient  d'attribuer  aux  exposants  irralinnnels. 
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De  même,  quel  que  soit  le  nombre  de  termes  que  l'on  prenne  dans 
la  série 

Q  Q  Q 

(3) 


10'  +  ^        10^  +  2^  101  +  ^^^ 

on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  s„  dépasse  la  somme  de  ces 

termes  :  or,  si  a  est  nul  ou  négatif,  les  termes  de  cette  suite  sont 

9 
égaux  ou  supérieurs  à  —  ;  on  peut  prendre  assez  de  ces  termes  pour 

que  leur  somme  dépasse  tel  nombre  que  l'on  voudra  ;  dans  ce  cas  la 
série  (1)  est  divergente;  si  a  est  positif,  on  voit  que  l'on  pourra  toujours 
supposer  n  assez  grand  pour  que  Ton  ait 


"  — lO^-*-^—  10 
en  sorte  que,  dans  ce  cas,  la  somme  de  la  série  (1)  est  comprise  entre 

9  9.10^ 

et 


10i  +  a_io  10==—!' 

on  aurait  pu  faire  le  même  raisonnement  en  supposant  que  la  base 
de  la  numération  fût  un  nombre  entier  positif  quelconque  a  et  l'on 
aurait  trouvé  pour  les  deux  nombres  entre  lesquels  la  somme  de  la 
série  doit  être  comprise, 

a  —  1  (rt  —  1)  0"= 

et 


50.  Il  importe  de  fixer  l'attention  sur  la  propriété  évidente  des 
séries  convergentes  à  termes  positifs  que  voici  :  Soient  S  la  somme 
d'une  telle  série,  A  et  a  deux  nombres  dont  le  premier  est  supérieur 
à  S  et  le  second  inférieur;  on  peut  prendre  dans  la  série  assez  de 
termes  pour  que  leur  somme  dépasse  a;  la  somme  d'un  nombre 
quelconque  de  termes  de  la  série  est  inférieure  à  A.  Cette  remarque 
sert  dans  plusieurs  démonstrations. 

51.  On  dit  qu'une  série  est  absolument  convergente,  lorsque  la 
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série  obtenue  en  y  remplaçant  chaque  terme  par  sa  valeur  absolue 
est  convergente  (1).  Qu'une  série  absolument  convergente,  en  ce  sens, 
soit  convergente  au  sens  qui  a  été  donné  à  ce  mot  au  début  de  ce 
chapitre,  c'est  ce  qui  a  été  déjà  démontré  (§  45).  Au  surplus,  on 
va  le-  prouver  directement  et  démontrer  en  même  temps  que  la 
somme  d'une  série  absolument  convergente  est  la  différence  entre 
les  sommes  de  deux  séries  formées,  l'une  avec  les  termes  positifs, 
l'autre  avec  les  valeurs  absolues  des  termes  négatifs  de  la  série 
proposée. 

Soit  (S)  une  série  absolument  convergente,  contenant  une  infinité 
de  termes  positifs  et  de  termes  négatifs;  soient  (S'),  et  (S")  les  deux 
séries  formées,  l'une  avec  les  termes  positifs  de  (S)  rangés  dans 
l'ordre  où  ils  se  présentent  dans  (S),  l'autre  avec  les  valeurs  absolues 
des  termes  négatifs  de  (S)  rangés  aussi  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent. 
Soit  2  la  somme  de  la  série  formée  avec  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  (S);  soient  enfin  s„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  (S), 
s'j  la  somme  des  n'  termes  positifs  compris  parmi  ces  n  termes  et  s^ 
la  somme  des  valeurs  absolues  des  n'  termes  négatifs  contenus 
dans  s„.  On  a  : 


Quand  n  augmente,  si  et  si  ne  diminuent  jamais;  quand  n  augmente 
indéfiniment,  ces  mêmes  sommes  si  et  s,",  toujours  inférieures  à  2 
tendent  vers  des  limites  S' ,  S"  et,  par  suite,  s„  =  si  —  si  tend  vers 
la  limite  S'  —  S"  ;  il  est  d'ailleurs  bien  aisé  de  voir  que  S' ,  S'  sont 
les  sommes  des  séries  (S'),  (S");  d'abord  ces  séries  sont  convergentes, 
puisque  la  somme  d'autant  de  termes  que  l'on  voudra,  pris  dans  l'une 
ou  dans  l'autre,  ne  peut  dépasser  2;  puis,  quand  n  augmente  indé- 
finiment, il  en  est  de  même  de  n'  et  de  n\  sans  quoi  il  n'y  aurait 


(I)  La  nécessité  de  dislinguer  enlro  les  séries  absolument  convergentes  et  celles  qui 
ne  le  sont  pas,  est  signalée  dans  le  Cotus  a  Analyse  de  Gaucliy,  p.  147;  celle  dislinction 
joue  un  rùle  essentiel  dans  le  Mémoire  de  Lejeane  Dirichlet  Sur  la  convergence  des  séries 
trigonométriques  qîti  servent  d  représenter  une  fonction  arbitraire  entre  des  limites  données 
{Journal  de  Crelle,  t.  IV,  1829,  p.  lo7);  elle  a  clé  mise  en  complète  lumière  i)ar  Riemaun 
dans  son  Mémoire  Ueber  die  Darsterbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigonometrische 
Reihe,  18J4  (B.  Riemanns  ges.  mo/th.  Werke.  p.  221;  Bulletin  des  Sciences  mathématiques 
et  astronomiques,  l'^  série,  1.  V,  p.  29).  Les  remarques  de  Riemann  à  ce  sujet  seront 
rei)roduites  §  6J. 
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dans  (S)  qu'un  nombre  limité  de  termes  positifs  ou  négatifs;  donc, 
lorsque  n  augmente  indéfiniment,  s,'  et  s",  c'est  à  dire  les  sommes 
des  n'  premiers  termes  de  la  série  (S')  d'une  part,  des  n"  premiers 
termes  de  la  série  (S")  de  l'autre,  ne  peuvent  tendre  vers  d'autres 
limites  que  les  sommes  respectives  S' ,  S"  de  ces  séries.  C'est  ce  qu'il 
fallait  établir. 

S'il  n'y  avait,  dans  la  série  absolument  convergente  donnée,  qu'un 
nombre  limité  de  termes  négatifs,  par  exemple,  la  somme  de  la  série 
serait  encore  S'  —  S",  en  conservant  à  S'  sa  signification  et 
en  désignant  par  S"  la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes 
négatifs. 

52.  Dans  une  série  absolument  convergente,  on  peut,  sans  changer 
la  somme  de  la  série,  changer  l'ordre  des  termes. 

Avant  de  démontrer  cette  proposition,  il  convient  d'en  préciser  la 
signification  :  lorsqu'on  a  affaire  à  un  certain  nombre  fini  d'objets 
rangés  dans  un  ordre  déterminé,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  concevoir 
les  mêmes  objets,  rangés  dans  un  autre  ordre.  Mais  cette  notion  n'est 
pas  aussi  claire  lorsqu'on  a  affaire  à  un  nombre  infini  d'objets,  ou  de 
nombres. 

53.  Ainsi  qu'on  l'a  dit  (§  20),  une  suite  infinie  de  nombres 

(*')  u,,  it„  ...,  «„,  ... 

est  donnée  quand  on  donne  le  moyen  de  calculer  un  terme  quelconque 
connaissant  son  rang  : 

Supposons  d'abord  qu'un  même  nombre  ne  puisse  figurer  dans 
cette  suite  qu'un  nombre  fini  de  fois  et  remarquons  que  tel 
est  toujours  le  cas  des  suites  formées  par  les  termes  d'une 
série  convergente,  puisque  les  termes  ont  pour  limite  zéro  quand 
leur  rang  augmente  indéfiniment;  on  pourra  dire  que  la  suite 
infinie 

(v)  V^,  V.,,  ...,  v„,   ..., 

est  composée  des  mêmes  nombres  que  la  suite  (it),  rangés  dans  un 
autre  ordre  si  tout  nombre  qui  figure  dans  l'une  des  suites  figure 
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dans  l'autre  suite,  et  cela  le  même  nombre  de  fois.  Cette  notion  suffit 
pour  les  séries  convergentes. 

Toutefois,  on  peut  se  placer  à  un  autre  point  de  vue  et  supprimer 
la  restriction  qui  a  été  imposée  à  la  suite  (»,). 

Soient  i  et  j  deux  nombres  entiers  positifs  quelconques  :  imaginons 
une  loi  de  correspondance  entre  ces  deux  nombres  telle  que  lorsque 
l'un  des  deux  nombres  est  donné,  l'autre  le  soit  aussi;  je  suppose 
que  la  loi  de  correspondance  soit  univoque,  c'est  à  dire  qu'à  chaque 
nombre  entier  positif  i  corresponde  un  seul  nombre  entier  positif  _/  et 
réciproquement;  si  j  et  j'  correspondent  à  i  et  i',  l'une  des  deux 
égalités 

entraîne  l'autre  :  par  exemple,  on  peut  supposer  que  si  i  désigne  un 
nombre  pair,  son  correspondant  j  soit  le  nombre  impair  i  — 1,  et 
que  si  i  désigne  un  nombre  impair,  son  correspondant  j  soit  le 
nombre  pair  i  -{-  i. 

On  peut  encore  définir  la  correspondance  de  façon  à  se  rapprocher 
du  premier  point  de  vue  :  la  suite  des  nombres  entiers  1,  2,  3,  ..., 
n,  ...  rangés  par  ordre  de  grandeur  constitue  une  suite  infinie,  à 
éléments  tous  distincts.  Dès  lors  on  conçoit  sans  peine  une  suite 
infinie  composée  de^  mêmes  nombres  entiers  rangés  dans  un 
autre  ordre,  chaque  nombre  entier  positif  devant  figurer  dans 
cette  suite  à  un  rang  unique  et  déterminé;  si  l'on  considère  deux 
telles  suites 


on  pourra  dire  que  deux  termes  i„,  _/„  de  même  rang  sont  deux 
nombres  correspondants  et  l'on  aura  ainsi  réalisé  une  loi  de  corres- 
pondance satisfaisant  aux  conditions  imposées. 
Ceci  posé,  on  dira  que  deux  suites  infinies 

Mj,  Wjj,   ...,  Itj-,   ..., 
Vj,    V„    ...,    Vj,    ..., 

sont  composées  des  mêmes  termes  rangés  dans  un  ordre  différent, 
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si  l'on  a  h,-  =  Vj  dès  que  les  indices  i,  j  se  correspondent.  On  en  dira 
aillant  des  deux  séries 

tfl  +  H.J  +  ...  4-  II-  +   ..., 

l\    +  V.^  -h   ...   -\-  Vj   +  ... 

54.  Si,  maintenant,  on  suppose  l'une  de  ces  deux  séries  absolument 
convergente,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  est  de  même  de  l'autre  et  que 
les  deux  sommes  sont  égales. 

Supposons  d'abord  que  la  première  série  soit  convergente  et  ait 
tous  ses  termes  positifs  :  Soit  A  un  nombre  supérieur  à  sa  somme  S  ; 
la  somme  d'autant  de  termes  qu'on  voudra,  pris  dans  la  première 
série  (et  par  conséquent  aussi  dans  la  seconde)  est  inférieure  à  A  ; 
donc,  la  seconde  série  est  convergente,  et  sa  somme  est  au  plus  égale 
à  A  ;  soit  a  un  nombre  inférieur  à  S  ;  on  pourra  prendre  dans  la 
première  série  (et  par  conséquent  dans  la  seconde)  assez  de  termes 
pour  que  leur  somme  dépasse  a  ;  donc  la  somme  de  la  seconde  série 
est  supérieure  à  a;  la  somme  de  la  seconde  série,  supérieure  à  tout 
nombre  plus  petit  que  S,  inférieure  à  tout  nombre  plus  grand  que  S 
est  nécessairement  égale  à  S. 

Il  suffit  maintenant  de  se  rappeler  qu'une  série  absolument  conver- 
gente est  égale  à  la  différence  entre  les  sommes  de  deux  séries  à 
termes  positifs  formées,  l'une  avec  les  termes  positifs  de  la  série 
proposée,  l'autre  avec  les  valeurs  absolues  des  termes  négatifs,  et 
d'observer  que,  en  vertu  du  précédent  raisonnement,  les  sommes  de 
ces  deux  séries  restent  invariables  quand  on  modifie  l'ordre  de  leurs 
termes  pour  être  bien  assuré  qu'on  peut,  sans  changer  la  somme 
d'une  série  absolument  convergente,  changer  l'ordre  de  ses  termes. 

On  verra  plus  loin  qu'il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  séries  qui 
ne  sont  pas  absolument  convergentes.  Toutefois,  même  pour  celles-là, 
il  est  clair  que  l'on  peut  changer  l'ordre  d'un  nombre  fini  de  termes, 
car  alors,  à  partir  d'un  certain  rang,  les  sommes  des  n  premiers 
termes  ne  sont  pas  modifiées. 

55.  De  même,  dans  une  série  convergente  quelconque,  on  peut 
toujours  remplacer  un  nomljre  fini  de  termes  par  leur  somme  effec- 
tuée; ce  théorème,    pour   les   séries  absolument   convergentes,    est 
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susceptible  d'une  grande  extension;  c'est  la  théorie  des  séries  à 
double  entrée  qui  va  nous  la  fournir,  toutefois  une  digression  est 
nécessaire  avant  d'aborder  ce  sujet. 

56.  Concevons  une  table  à  double  entrée   comme  la   table  de 
multiplication  : 


1 

2 

4 

•7 

3 

5 

8 

6 

9 

• 

10 

mais  qui,  limitée  en  haut  et  à  gauche,  présente  une  extension 
indéfinie  à  droite  et  en  bas  :  elle  comprend  ainsi  une  infinité  de  files 
horizontales  et  de  files  verticales;  chaque  file  comprend  une  infinité 
de  cases. 

On  peut  évidemment  désigner  chaque  case  par  deux  nombres 
entiers  i,  j  dont  le  premier  indique  le  rang  de  la  file  verticale,  qui 
contient  la  case  considérée,  en  comptant  les  files  de  gauche  à  droite, 
dont  le  second  indique  le  rang  de  la  file  horizontale  qui  contient  la 
case,  en  comptant  les  files  de  haut  en  bas.  —  On  peut  aussi  numc- 
roler  les  cases,  comme  on  l'a  fait  dans  la  figure  ci-dessus,  au  moyen 
d'un  seul  nombre  entier;  la  loi  qui  a  été  adoptée  n'a  pas  besoin 
d'explication;  on  aurait  pu  en  adopter  une  infinité  d'autres. 

Concevons  maintenant  qu'on  fasse  correspondre  au  nombre  entier  n 
qui  sert  à  numéroter  une  case  dans  ce  second  système,  le  groupe  (i,  j) 
de  deux  nombres  entiers,  qui  désigne  la  même  case  dans  le  premier 
système;  on  aura  réalisé  im  mode  de  correspondance  univoque  entre 
chaque  nombre  entier  positif  n  et  chaque  groupe  de  deux  nombres 
entiers  positifs  (i,  j)  ;  en  sorte  que  à  chaque  nombre  entier  positif 
corresponde  un  groupe  de  deux  nombres  entiers  positifs,  et  un  seul, 
et  que,  si  les  groupes  (i, ,/),  (î',/)  répondent   respectivement  aux 
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entiers  n,  n',  l'égalité  ?r  =  n'  entraîne  les  égalités  i  =  i' ,  j  =:j'  et 
réciproquement. 

Rien  n'empêche  même  de  supposer  qu'on  ait  effiicé  de  la  table  un 
nombre  fini  ou  infini  de  cases,  en  suivant  telle  loi  que  l'on  voudra, 
pourvu  qu'il  en  subsiste  une  infinité,  ce  qui  revient  à  dire  qu'on  exclut 
un  nombre  fini  ou  infini  de  groupes  (i,  j)  ;  on  pourra  toujours  réaliser 
de  la  même  façon  une  correspondance  univoque  entre  les  entiers 
1,  2,  3,  ...,  n,  ...'  et  les  groupes  (i,  j)  où  les  symboles  i,  j  doivent 
prendre  séparément  toutes  les  valeurs  entières  positives  1,  2,  3,  ..., 
n,  ...,  excepté  celles  qui  répondent  à  des  combinaisons  exclues.  Par 
exemple,  on  peut  exclure  toutes  les  combinaisons  où  l'indice  j  surpasse 
un  nombre  entier  donné  k,  ce  qui  revient  à  supposer  que  la  table  est 
composée  de  k  files  horizontales  indéfinies.  On  fera  alors  correspondre 
chacun  des  nombres  1,  2,  3,  ...  à  chacune  des  combinaisons  {i,j), 
obtenues  en  donnant  à  i  les  valeurs  1,  2,  3,  ...,  n,  ...  et  kj  les 
valeurs  1,  2,  3,  ...,  k.  Dans  ce  cas,  on  pourra,  si  l'on  veut,  faire 
correspondre  à  chaque  couple  {i,  j)  le  nombre  unique  {i  —  i)  k-i-  j. 
Supposons,  comme  dernier  exemple,  que,  après  avoir  numéroté  toutes 
les  cases  au  moyen  de  deux  nombres  i,  _/,  on  efface  toutes  les  cases 
où  les  nombres  i,  j  ne  sont  pas  premiers   entre   eux  et  que  l'on 

remplace  le  symbole  {i,  j)  par  le  symbole  -.  ?  puis  que  l'on  numérote, 

en  suivant  une  loi  quelconque,  les  cases  restantes  au  moyen  des 
nombres  1,  2,  3,  ...;  on  aura  réalisé  une  correspondance  univoquo 
entre  chaque  nombre  entier  positif  et  chaque  nombre  rationnel  positif, 
résultat  d'apparence  un  peu  paradoxale,  qui  a  été  signalé  pour  la 
première  fois  par  M.  Cantor  ('). 

Plus  généralement,  on  peut  établir  une  correspondance  univoque 
entre  chaque  entier  positif  >i  et  chaque  groupe  de  p  nombres  entiers 
positifs  {i,  j,  k,  ...,  s),  en  sorte  que,  à  chaque  entier  positif  n  corres- 
ponde un  groupe  déterminé  (i,  j,  k,  ..,,  s)  et  réciproquement,  et  que, 
si  n  et  n'  correspondent  respectivement  aux  groupes  (i,  j,  k,  ...,  s), 
(i',  /,  A-',  ...,  s'),  l'égalité  n  =  n'  entraîne  les  égalités 

i  =  i\      j  =j\       k  =  k',  ...,       s  =  s', 


(')  Acia  Matheniatica,  t.  II,  p.  306. 
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et  réciproquement.  Cette  correspondance  peut  être  établie,  soit  que 
dans  le  symbole  (i,  j,  /r,  ...,  s)  on  doive  donner  séparément  aux 
lettres  i,  j,  fc,  ...,  s  toutes  les  valeurs  positives  entières  1,  2,  3,  ...; 
soit  que  l'on  veuille  exclure  un  nombre  fini  ou  infini  de  combinaisons, 
les  combinaisons  conservées  devant  toutefois  être  en  nombre  infini. 
Pour  le  montrer,  il  suffit  de  remarquer  que  l'équation 

i  -h  j  +  k  -h  ...  -+-  s  =  N, 

où  N  est  un  nombre  entier  positif  donné  et  où  l'on  regarde  les  lettres 
i,  _/,  k,  ...,  s  comme  les  inconnues,  n'admet  qu'un  nombre  fini  de 
solutions  en  nombres  entiers  positifs;  rangeons  sur  une  ligne  hori- 
zontale, dans  un  ordre  déterminé  quelconque,  tous  les  groupes  qui 
répondent  à  ces  diverses  solutions,  sauf,  s'il  y  a  lieu,  ceux  qui  doivent 
être  exclus;  par  exemple,  on  pourra  convenir  que  le  groupe  (i,  _/, 
A-,  ...,  s)  précédera  le  groupe  (i',  /,  A-',  ...,  s'),  si  l'on  a.  î  >^  i'  ;  dans 
le  cas  où  i  =z  i\  si  l'on  a  j  >-  j'  ;  dans  le  cas  où  l'on  Sii  =  i' ,  j  =j' , 
si  l'on  a  /c  >►  A;',  etc. 

Donnons  à  N  successivement  les  valeurs  p,  p  +  i,  p  -h  '2,  ...  : 
pour  N  =  p,  on  aura  un  seul  groupe  (1,1,1,...,!),  que  l'on  mettra 
le  premier  sur  la  ligne  horizontale,  on  le  fera  suivre  des  groupes  qui 
répondent  à  l'hypothèse  N  =  p  +1,  rangés  comme  on  vient  de 
l'expliquer,  ou  tout  autrement,  puis  on  placei"a  les  groupes  qui 
répondent  à  l'hypothèse  N  =p  -t-  2,  ...;  tous  les  groupes  possibles 

(i,i,A:,  ...,s)     (izrz  1,2,3,...,    i=l, 2,3,. ..,...,    s  =  l,2,3,...) 

seront  ainsi  rangés  sur  une  ligne  horizontale  (sauf  ceux  que  l'on  aura 
voulu  exclure),  d'après  une  loi  déterminée;  il  suffira  maintenant  de 
faire  correspondre  chaque  groupe  à  son  rang  n,  pour  avoir  réalisé  la 
correspondance  cherchée. 

On  voit  tout  ce  qui  reste  d'arbitraire  dans  la  façon  dont  on  a  procédé 
d'ailleurs,  au  lieu  de  l'équation 

i  +  j  +  h  +  ...  -h  s  =  N, 

on  aurait  pu  considérer  toute  autre  équation,  telle  que 

ijk...s  =  N, 
i'  -i-f-  +  k'  +  ...  +  s'=N, 
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qui  n'admet  qu'un  nombre  limité  de  solutions  positives  entières 
quand  on  donne  pour  le  second  membre  N  une  valeur  positive  entière, 
et  dans  laquelle  le  premier  membre  prend  une  valeur  positive  entière 
quand  on  donne  de  telles  valeurs  aux  inconnues  i,  j,  k,  ...,  s.  Remar- 
quons enfin  que,  de  même  que  l'on  peut  exclure  certains  groupes 
{i,  j,  A-,  ...,  s),  on  peut  aussi  exclure  un  nombre  fini  ou  infini  de  la 
suite  1,  2,  3,  ...,  pourvu  qu'il  en  reste  un  nombre  infini,  et  établir 
une  correspondance  univoque  entre  chacun  des  nombres  entiers  n 
non  exclus  et  chacun  des  groupes  (i,  j,  k,  ...,  s)  non  exclus. 

57.  Je  rentre  maintenant  dans  la  théorie  des  séries. 
Soit  donnée  une  suite  infinie 

(1)  M,,   U„   ...,  t*„,   ..., 

on  peut  en  faire  une  suite  à  double  entrée, 


11'      12'   •  •  '1    '■  : 

■215         22'      *••'    ^'sn' 


•  5  ■*•"«, 


en  établissant  une  correspondance  univoque  entre  chaque  entier 
positif  n  et  chaque  couple  d'entiers  positifs  (i,  j),  et  en  convenant  de 
prendre  v^j  =  t(„  toutes  les  fois  que  n  et  {i,  j)  se  correspondent. 
Inversement,  si  l'on  considère  l'ensemble  des  nombres  v^j,  où  i  et  j 
doivent  prendre  séparément  toutes  les  valeurs  1 ,  2,  3,  . . . ,  en  excluant, 
si  l'on  veut,  certaines  combinaisons,  on  dira  que- cet  ensemble  est 
donné  si  l'on  donne  le  moyen  de  calculer  le  nombre  v,„  connaissant 
les  deux  indices  i,  j.  Un  tel  ensemble  étant  donné,  on  peut  le  trans- 
former en  une  suite  ordinan-e 


au  moyen  de  la  même  correspondance  entre  chaque  entier  positif  n 
et  chaque  couple  (i,  j)  et  de  la  supposition  u„  =  r,^-,  lorsque  n  et  (t,  j) 
se  correspondent. 

De  même  la  suite  simple  dont  le  terme  général  est  r«„,  peut  être 
transformée  en   une   suite  à  triple   entrée,    dont  le  terme  général 
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est  Wj-yt,  en  établissant  une  correspondance  entre  chaque  entier 
positif  n  et  chaque  groupe  de  trois  nombres  entiers  positifs  (i,  J,  /c), 
et  en  convenant  de  supposer  iv^;.  =  i/„  toutes  les  fois  que  n  et  (i,  j,  k) 
se  correspondent.  On  peut  aussi  effectuer  la  transformation  inverse,  etc. 
Je  suppose  maintenant  que  m,,  u^,  ...,  i*„,  ...  soient  les  éléments 
d'une  série  absolument  convergente 

(3)  i^i  -f-  Wj  +  ...  +  tt„  +  ..., 

n  =  u 

dont  on  représentera  la  somme  par  V«„  =  S,  et  que  l'on  ait  rangé 

*     n  =  1 

ces  nombres  dans  les  cases  d'un  tableau  à  double  entrée  tel  que  le 
tableau  (2),  je  vais  montrer  que  les  séries 


(4) 


v^^  +  t\,  +  ...  +  i\^  + 
V,,  4-  1',  +  ...  +  v, „  + 


sont  absolument  convergentes;  que,  si  l'on  représente  leurs  sommes 
respectives  par  s,,  Sj,  ...,  s^,,  ...,  il  en  sera  de  même  de  la  série 

(o)  Sj  +  Sj  4-  ...  +  Sj,  +  ... 

dont  la  somme  est  aussi  S,  en  sorte  que  l'on  aura  l'égalité 

(6)        S  =  2  "«  =  2  ''i^-  ~^  2  ""'^  +  •••  +  2  '■"^"  ■*■  •••' 

K-l  i=l  J=I  j  =  l 

ou,  d'une  façon  plus  condensée  encore, 

«  =  1  i  =  1  j  =  1 

Réciproquement  étant  donné  un  tableau  tel  que  (2),  si  on  le 
transforme  en  une  suite  simple  (1),  si  les  séries  (4)  sont  absolument 
convergentes,  si,  en  désignant  par  Cj,  a^,  ...,  Cp,  ...  les  sommes  des 
séries  qui  s'en  déduisent  en  remplaçant  chaque  terme  par  sa  valeur 
absolue,  la  série 

0)  a^  +  G,+  ...  +  G,-\-  ..., 
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est  convergente,  la  série  n^  +  u^  +  ...  -h  u„  +  ...  sera  absolument 
convergente  et  l'égalité  (6)  subsistera.  Ce  théorème  et  la  démonstration 
qui  va  en  être  donnée,  s'étendent  sans  peine  aux  séries  à  triple, 
quadruple,  ...  entrée. 

Remarquons  enfin  que,  dans  le  cas  où  quelques-unes  des  combi- 
naisons (î,  j)  auraient  dû  être  exclues,  on  n'aurait  qu'à  supprimer  les 
termes  correspondants  des  séries  (4). 

Supposons  d'abord  que  tous  les  nombres  u  et  par  conséquent  tous 
les  nombres  v  soient  positifs.  Il  est  clair  alors  que  les  séries  (4)  sont 
convergentes  et  que  la  somme  de  chacune  d'elles  ne  peut  dépasser  la 
somme  S  de  la  série  Wj  +  m^  +  . . .  ;  désignons  maintenant  en  général 
par  s^"'  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 

et  considérons  la  somme 


Comme  elle  ne  comprend  qu'un  nombre  limité  de  termes  de  la 
suite  (1),  elle  est  inférieure  à  S;  laissant  p  fixe,  faisons  croître  indé- 
finiment n,  s^"\  s["\  s^^^  tendront  respectivement  vers  les  sommes 
s^,  Sj,  ...,  .Sj,  des  p  premières  séries  (4);  on  a  donc  : 

Sj  +  Sj  +  ...  +  Sp^  S 

et  cela  quel  que  soit  p  ;  cette  inégalité  montre  que  la  série  (5) 


est  convergente  et  que  la  somme  de  cette  série  est  au  plus  égale  à  S. 
Soit  maintenant  a  un  nombre  quelconque  inférieur  à  S;  on  peut 
prendi-e  dans  la  suite  (1)  assez  de  termes  pour  que  leur  somme  soit 
supérieure  à  a,  cela  revient  à  dire  que  l'on  peut  prendre  assez  de 
termes  dans  les  séries  (4)  pour  que  leur  somme  dépasse  a,  ou  encore 
que  l'on  peut  prendre  n  et  p  assez  grands,  pour  que  l'on  ait 

s$»>  4-  s^")  -f-  ...  W-  s;»^>a, 

mais  le  premier  memljre  est  évidemment  inférieur  à  la  somme  de  la 
série  (5);  donc,  a  fortiori,  cette  dernière  somme  est-elle  supérieure 
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à  a,  OU  à  tout  nombre  plus  petit  que  S,  comme  elle  ne  peut  dépasser  S, 
elle  est  égale  à  S. 

Réciproquement,  si  l'on  se  donne  le  tableau  (2)  composé  d'éléments 
tous  positifs,  si  les  séries  (4)  sont  converg-entes,  et  s'il  en  est  de  même 
de  la  série  (5)  formée  avec  leurs  sommes,  la  série  (3)  dont  les  éléments 
correspondent  un  à  un  aux  éléments  du  tableau  (1)  sera  convergente 
et  aura  une  somme  égale  à  celle  de  la  série  (5).  En  effet,  la  conver- 
gence de  la  série  (3)  est  manifeste  :  la  somme  d'autant  de  termes  que 
l'on  veut  s'obtient  en  ajoutant  un  certain  nombre  de  termes  pris  dans 
les  séries  (4),  or  une  somme  ainsi  formée  ne  peut  dépasser  la  somme 
de  la  série  (5)  ;  dès  lors  on  peut  appliquer  le  théorème  direct  et 
l'égalité  entre  les  sommes  des  séries  (3)  et  (5)  en  résulte. 

Supposons  maintenant  que  la  série  (2),  tout  en  étant  absolument 
convergente,  contienne  des  termes  positifs  et  des  termes  négatifs; 
si  l'on  remplace  tous  les  termes  par  leurs  valeurs  absolues,  le 
raisonnement  précédent  montre  encore  que  les  séries  (4)  sont  abso- 
lument convergentes  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  série 

(5)  s,  +  s,  +  s,  +  ... 

formée  avec  leurs  sommes  respectives,  car  les  termes  de  cette  série 
sont  inférieurs  en  valeur  absolue  aux  termes  correspondants  de 
la  série 

(Tf)    '  Cj  +  Cj  +  (Ta  4-  ... 

formée  avec  les  sommes  des  séries  déduites  des  séries  (4)  en  rem- 
plaçant chaque  terme  par  sa  valeur  absolue. 

Ceci  posé,  la  somme  S  de  la  série  (3)  est  égale  à  la  différence  entre 
les  sommes  S'  et  S"  de  deux  séries  formées,  l'une  avec  les  termes 
positifs,  l'autre  avec  les  valeurs  absolues  des  termes  négatifs  de  la 
série  (3);  de  même,  les  sommes  Sj,  s^,  Sj,  ...  des  séries  (4)  sont 
respectivement  égales  aux  différences  s,'  —  s",  sJ  —  s",  sJ  —  s,,  ... 
entre  les  sommes  des  séries  à  termes  positifs  que  l'on  déduit  de  la 
même  façon  des  séries  (4).  D'ailleurs,  si  du  tableau  (2)  on  supprime 
tous  les  termes  négatifs,  les  éléments  qui  restent  correspondront  un 
à  un  aux  termes  positifs  de  la  série  (3),  c'est  à  dire  aux  élémenls  de 
la  série  dont  la  somme  est  S'  ;  en  appliquant  maintenant  le  théorème 
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qu'on  vient  de  démontrer  dans  le  cas  des  séries  à  termes  positifs, 
un  voit  que  l'on  a 

s'  =s[  +  s',  +  «;  +  ..., 

on  aura  de  même 

s"  =  «"j  +  s\  4-  s\  +  ... 
et  par  conséquent 

s'  —  s'  —  {s\  —  s\)  +  (s;  —  s\)  +  (s;  —&•;)  +  ... 

ou  enfin 

S  =:=  Sj  4-  Sj  4-  S3  +  ... 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Quant  à  la  réciproque,  énoncée  plus 
haut,  elle  résulte  du  théorème  direct,  puisque,  dans  l'hypothèse  où  on 
se  place,  la  série  (3),  dont  les  éléments  correspondent  aux  éléments 
du  tableau  à  double  entrée  (2),  est  absolument  convergente,  en  vertu 
de  la  convergence  de  la  série  à  termes  positifs  (7). 

Sous  les  conditions  imposées  dans  l'énoncé  de  cette  réciproque, 
à  savoir  la  convergence  absolue  des  séries  (4)  et  de  la  série  (7)  ;  ou 
sous  la  seule  condition  de  la  convergence  absolue  de  la  série  (3),  il 
est  permis  de  parler  de  la  somme  S  des  éléments  du  tableau  (2), 
somme  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  série  à  double  entrée, 
l'égalité  (6)  ou  (6  his)  montre  comment  on  peut  calculer  cette  somme; 
au  surplus,  il  est  clair  que  l'on  aurait  tout  aussi  bien  pu  écrire  ^ 


2^'in+    •••=2    2^'"'' 


en  effectuant  d'abord  les  sommations  des  éléments  contenus  dans  une 
file  verticale,  etc.  La  somme  S  de  la  série  à  double  entrée  se  repré- 
sente encore  souvent  par  le  symbole 

On  peut  considérer  de  même  des  séries  à  triple  entrée;  soit  lOy^. 
un  symbole  à  trois  indices  ;  le  tableau  à  triple  entrée  formé  par  les 
éléments  xv^jj.  doit  être  regardé  comme  donné  quand  on  donne  le 
moyen  de  calculer  le  terme  U',y;t.,  lorscju'on  connaît  les  trois  indices 
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i,  j,  k;  l'ensemble   des   éléments   peut  être  arrangé  en  une  suite 

simple  ttj,  1*2,  îij,  ...,  comme  il  a  été  expliqué  précédemment;  si  la 

série  u^  +  u^  -+-  u^  +  ...  est   absolument  convergente  et  a  pour 
somme  S,  on  aura 


k=l        j=l 


les  sommations  peuvent  d'ailleurs  être  effectuées  dans  un  ordre 
quelconque;  au  surplus,  la  façon  détaillée  dont  on  a  traité  le  cas  des 
séries  à  double  entrée  permettra  au  lecteur  de  constituer  sans  peine 
la  théorie  des  séries  à  entrée  multiple.  Je  me  bornerai  à  donner 
quelques  applications  relatives  aux  séries  à  double  entrée. 

58.  Supposons  que  l'on  ait 


et  que  les  deux  séries 

(a)  «J  +  «2  +  «3  +  ..., 

(&)  bi  +  &j  +  ^3  +  ..., 

soient  absolument  convergentes  :  désignons-en  les  sommes  par  A  et  B  ; 
il  est  aisé  de  voir  que  l'on  a 


'^v,j  =  ^a,'^hj  =  kB; 


supposons  d'abord  que  tous  les  nombres  a,  b  soient  positifs,  les 
séries  (4),  si  l'on  conserve  les  notations  du  paragraphe  précédent, 
sont  évidemment  convergentes  et  l'on  a 

Sp  =  V  v^.  =  ciph^  +  a^6,  -\-  a^&3  +  ...  :=  a^B, 

par  conséquent 

Sj  +  S.J  +  S3  +  ...  =  «iB  +  «jB  +  «jB  ..., 

ce  qui  montre  que  la  série  qui  figure  au  premier  membre  est  conver- 
Tannery.  —  Théorie.  5 
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gente  el  a  pour  somme 

(«1  +  a,  +  «3  +  ...)  B  —  AB. 

Si  les  deux  séries  (a),  (b),  supposées  toujours  absolument  conver- 
gentes, contiennent  des  termes  positifs  et  des  termes  négatifs,  on 
voit  de  suite,  en  conservant  toujours  les  notations  du  paragraphe 
précédent,  que  les  séries  (4)  et  (7)  sont  absolument  convergentes  :  il 
suffit,  pour  le  voir,  de  supposer  qu'on  remplace  tous  les  nombres  a,  b 
par.  leurs  valeurs  absolues  :  en  sorte  que,  en  employant  le  langage 
qui  a  été  expliqué  plus  haut,  on  peut  dire  que  la  série  à  double  entrée 

est  absolument  convergente;  dès  lors  les  égalités 

s,  +  s,  +  §3  +  ...  =  AB, 

subsistent  évidemment. 

Si  maintenant  on  transforme  la  série  à  double  entrée  en  une  série 
simple,  par  le  procédé  qui  a  été  expliqué  précédemment,  en  rappro- 
chant tous  les  termes  dans  lesquels  la  somme  des  indices  est  constante, 
on  en  conclut  que  la  série, 

(I)  a^^b^  +  aj}.^  -\-  a.,h^  +  a, 63  +  a^b^  +  aJ)^  4-  ... 

est  absolument  convergente  et  que  sa  somme  est  égale  à  AB. 

Si,  d'ailleurs,  au  heu  de  la  série  (I),  on  considère  la  série  (II),  dont 
le  (?2  —  l)'^'"nerme  est 

(II)  «i?>H-i  +  «o&«-2  +  ...  +  a„_i  &i, 

on  voit,  d'après  une  remarque  faite  à  la  fin  dii  paragraphe  41,  que 
cette  série  est  convergente  et  a  la  même  somme  que  la  série  (I).  On 
a  donc  le  théorème  suivant  : 
Si  les  deux  séries 

«1  +  a,  -\-  ...  +  «„  +  ..., 
&i  +  &j  +  ...  -\-b^+  ..., 

sont  aljsolumcnt  convergentes,  il  en  est  de  même  de  la  série  dont  les 
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termes  successifs  sont 

a^h,i_.i  4-  aJjn--2  +  .••  +  «n-i  tj,  ... 

et  la  somme  de  cette  dernière  série  est  le  produit  des  sommes  des 
deux  séries  proposées. 

59.  Voici  une  autre  application,  qui  fournira  la  démonstration 
d'une  curieuse  et  importante  identité  numérique  due  à  Euler  (i)  et 
qui  montrera  la  puissance  de  transformation  du  procédé  qui  consiste 
à  changer  une  série  simple  en  série  à  double  entrée. 

La  suite  des  nombres  entiers  2,  3,  4,  ...,  peut  être  disposée  dans 
un  tableau  à  double  entrée,  par  le  procédé  suivant,  que  le  lecteur 
saisira  sans  peine,  s'il  veut  bien  se  reporter  à  la  règle  que  l'on  donne 
dans  les  traités  d'arithmétique,  pour  la  formation  d'une  table  de 
nombres  premiers. 

Supposons  d'abord  écrite  la  suite  indéfinie 

(1)  2,  3,  4,  5,  6,  7,  ... 

Imaginons  qu'on  place,  sur  une  première  ligne  horizontale,  tous  les 
nombres  pairs  2,  4,  6,  ...,  que  l'on  barrera  en  même  temps  de  la 
suite  (1),  puis  que,  pour  placer  sur  la  seconde  ligne  horizontale,  on 
prenne  dans  la  suite  (1),  à  partir  du  premier  nombre  non  barré  3, 
tous  les  nombres  de  trois  en  trois,  sauf  ceux  qui  ont  été  déjà  barrés, 
en  sorte  que  cette  seconde  ligne  contienne  tous  les  nombres  impairs 
divisibles  par  trois, 

3,9,15,21,...; 

que  ces  nombres  soient  barrés  de  la  suite  (1)  ;  que,  pour  placer  sur  la 
troisième  ligne,  l'on  prenne  dans  la  suite  (1)  à  partir  du  premier 
nombre  non  barré  5,  tous  les  nombres  de  cinq  en  cinq,  sauf  ceux 
qui  ont  déjà  été  barrés,  et  que,  en  même  temps,  on  les  barre  dans  la 
suite  (1),  on  aura  ainsi  pour  la  troisième  ligne  les  nombres 

5,  25,  35,  55,  ... 

etc. 


(1)  Introductio  in  analysin  injinitonmi,  §  283;  voyez  aussi  B,  Rkmann's  ]]'erke,  p.  136: 
Veber  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  eine  gegebene  Grosse. 
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Le  premier  élément  de  chaque  ligne  horizontale  est  un  nombre 
premier  j)',  tous  les  éléments  de  cette  ligne  sont  divisibles  par  ce 
nombre  premier  p  et,  si  on  les  divise  par  ce  nombre,  on  aura  pour 
quotients  ceux  des  nombres  de  la  suite  1,  2,  3,  ...  qui  ne  sont 
divisibles  par  aucun  des  nombres  premiers  inférieurs  à  p  ;  ainsi  les 
éléments  de  la  première  ligne  divisée  par  2  seront  les  nombres  1 ,  2, 
3,  ...  ;  les  éléments  de  la  seconde  ligne  divisés  par  trois  seront  les 
nombres  impairs,  ceux  de  la  troisième  ligne  divisés  par  5  seront 
les  nombres  premiers  à  2  et  à  3,  etc..  On  peut  dire  encore  que 
les  éléments  de  chaque  ligne,  divisés  par  le  premier  élément,  sont  les 
nombres  qui  subsistent  dans  la  suite  1,2,3,...  lorsqu'on  en  a  supprimé 
tous  les  nombres  contenus  dans  les  lignes  précédentes. 

Ceci  posé,  soit  r  un  nombre  positif  plus  grand  que  un,  affectons 
tous  les  éléments  de  la  suite  2,  3,  4,  ...,  etc.,  du  tableau  à  double 
entrée  de  l'exposant  —  r  ;  soit  enfin 

1         1         1 

«  =  p  +  2.  +  3.+  - 

Le  second  membre  est,  comme  on  sait,  une  série  convergente  et  l'on 
a  défini,  dans  ce  qui  précède,  un  mode  particulier  de  transformation 
en  série  à  double  entrée  de  la  série 

1         1         1 

Faisons  les  sommes  des  séries  partielles  répondant  à  chaque  ligne 
horizontale  du  tableau,  et  désignons  en  général  par  s^  la  somme  des 
éléments  de  la  ligne  qui  commence  par  le  nombre  premier  p,  et  par 
p'  le  nombre  premier  immédiatement  inférieur  k  p;  la  loi  d'après 
laquelle  on  a  formé  le  tableau  fournit  immédiatement  les  égalités 

suivantes  : 

1 

«3   =    3;    («   —    S*)' 

S»  =  5;:  (s  —  h  —  S3), 

«i.=  ^(s  —  s,  -s,—  ...  —  Sy), 
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d'où  l'on  déduira  sans  peine 

•.=i('-i)('-à)-(-,i> 

s  —  s,  —  S3  —  s,  —  ...  —  SP'   =  p'Sj, 

lorsque  p  augmente  indéfiniment,  la  somme  s^  +  s,  +  s^  -f-  ...  s^, 

111 

a  pour  limite  la  somme  s  —  1  de  lar  série  rT  +  ô"  "^  F  "^  •••'   ^® 

2         S''        AT 

premier  membre  de  la  dernière  égalité  a  donc  pour  limite  l'unité; 

par  conséquent  le  produit  infini 

où  figure,  dans  les  dénominateurs,  la  suite  des  nombres  premiers,  a 
pour  valeur  l'inverse  de  la  somme  de  la  série 

1         1         1 

où  figure,  dans  les  dénominateurs,  la  suite  des  nombres  entiers. 

60.  Ce  qui  précède  suffit  pour  que  l'on  comprenne  le  rôle  que  les 
séries  absolument  convergentes  jouent  dans  l'analyse,  à  cause  de  la 
façon  dont  on  peut  les  manier  et  les  transformer;  il  en  est  tout 
autrement  des  séries  qui  sont  convergentes  sans  l'être  absolument; 
leur  somme  dépend  alors  essentiellement  de  l'ordre  des  termes. 

Soit  (S)  en  effet  une  telle  série  ;  soient  s^  la  somme  des  p  premiers 
termes  positifs,  s^  la  somme  des  valeurs  absolues  des  q  premiers 
termes  négatifs  ;  la  série  n'étant  pas  absolument  convergente,  on  doit 
supposer  que  s^,  s^  augmentent  indéfiniment  avec  p  et  g  ;  la  série 
étant  convergente,  on  doit  supposer  que  les  termes  ont  pour  limite 
zéro  quand  leur  rang  augmente  indéfiniment  :  dans  ces  conditions  je 
vais  montrer  que  la  limite  de  la  différence  s^  —  s^  dépend  essentielle- 
ment de  la  façon  dont  on  fait  croître  p  et  q,  et  qu'on  peut  faire 
croître  ces  deux  nombres  de  façon  que  la  différence  s^  —  s^  ait  pour 
limite  tel  nombre  a  que  l'on  voudra. 
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En  effet,  à  chaque  nombre  q  correspond  un  nombre  p,  tel  que 

l'on  ait 

Sp  >  s,  -H  a  ^  .Sp_,, 
ou 

.s^,  —  Sg>  a^  Sp_i  —  s,/, 
la  différence 

^p  —  ^,  —  {Sj,  -  l  —  Sç)  =  S„  —  Sp_i, 

est  un  terme  de  la  série  qui  tend  vers  zéro  lorsque  q,  et  par  consé- 
quent p,  augmente  indéfiniment  :  il  faut  donc  que,  dans  ces  condi- 
tions,, les  deux  nombres  s^  —  s^,  .Sj,_i  —  s^  aient  a  pour  limite. 

On  peut  encore  présenter  les  choses  comme  il  suit  :  Écrivons  d'abord 
les  premiers  termes  positifs  de  (S),  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent, 
et  arrêtons-nous  dès  que  leur  somme  dépasse  a;  écrivons  à  la  suite 
les  premiers  termes  négatifs  de  (S),  sans  changer  leur  ordre,  et 
arrêtons-nous  dès  que  la  somme  de  tous  les  termes  écrits  est  inférieure 
à  a  ;  écrivons  à  la  suite  des  termes  positifs  de  (S),  en  commençant 
par  le  premier  de  ceux  qui  ont  été  négligés,  et  arrêtons-nous  dès  que 
la  somme  de  tous  les  termes  écrits  est  supérieure  à  a;  recourons 
ensuite  aux  termes  négatifs,  etc..  En  continuant  ainsi  indéfiniment, 
on  formera  une  nouvelle  série,  composée  des  mêmes  termes  que  (S) 
et  dans  laquelle  la  somme  des  n  premiers  termes  est  tantôt  plus 
petite,  tantôt  plus  grande  que  a;  on  voit  sans  peine  que  cette  somme 
lorsque  n  augmente  indéfiniment,  a  a  pour  limite. 

61.  L'intérêt  qui  s'attache  aux  séries  à  termes  positifs,  se  retrouve 
dans  les  produits  infinis 

(P)  (1  +  n,)  (1  +  iQ  ...  (1  +  n„)  ... 

pour  lesquels  tous  les  nombres  rti,  u^,  ...,  u„,  ...  sont  positifs.  Il  est 
aisé,  tout  d'abord,  d'avoir  la  condition  de  convergence  d'un  tel 
produit  ;  le  produit 

2^n  =  {l  +  H,)(l  +  iQ  ...  (1  +  «J 

des  n  premiers  facteurs  va  évidemment  en  augmentant  avec  n;  il 
suffit,  pour  la  convergence,  qu'il  n'augmente  pas  indéfiniment  avec  n  ; 
or  ce  produit  est  évidemment  supérieur  à 
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Il  faut  donc  que  la  somme  s„  des  n  premiers  termes  de  la  série  à 
termes  positifs 

(S)  u,  +  1(2  +  ...  +  u„  +  ..., 

ne  croisse  pas  indéfiniment  quand  n  augmente  indéfiniment,  ce  qui 
revient  à  dire  que  la  série  (S)  doit  être  convei-gente.  Réciproquement, 
il  est  aisé  de  voir  que,  s'il  en  est  ainsi,  le  produit  (P)  est  convergent  ; 
en  effet  si  l'on  se  donne  un  nombre  positif  e  -<  1,  il  existe  un  entier 
positif  71  tel  que,  quel  que  soit  l'entier  positif  r,  on  ait 

if„  +  i  +  n„  +  2  +  ...  +  u„+^  <  e; 
on  a  d'ailleurs 

P„  +  r=P,,  (1    +   '««+0   (1    +   ^<n  +  2)    ...    (1    +    Un  +  ,); 

mais  il  est  clair  que  l'on  a 

(1  +  îf,+i)  (1  +  w«+2)  ...  (1  +  n„  +  ,.) 

1 

<;  1  +  £  +  £-+...+£'■  < ; 

donc  '•       ' 

1 

lors  donc  que  r  augmente  indéfiniment,  Pn+r  reste  au-dessous  d'une 
limite  fixe  et  par  suite  le  produit  P  est  convergent. 

On  pourrait  encore,  d'une  façon  plus  directe,  remarquer  que  l'on  a 

1 


1        1.2  1.2.3  ...  n 

K        K-  K« 


1        1.2  1.2.   ...  n 

où  K  désigne  un  nombre  quelconque  supérieur  à  la  somme  de  la 
série  (S)  :  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  est  toujours 
convergente,  comme  on  le  verra  bientôt. 

Les  produits  convergents  à  termes  tous  positifs  tels  que  (P) 
jouissent  de  la  propriété  suivante,  analogue  à  celle  qui  a  été  signalée 
§  50,  pour  les  séries  à  termes  positifs  :  si  A  et  a  désignent  des 
nombres  supérieur  et  inférieur  à  la  valeur  du  produit,  d'une  part  le 
produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  pris  dans  la  suite 

1  +  u^,       1  +  «j,       1  +  «.,,  ..'.,       1  -f-  <r„,  ... 
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est  toujours  inférieur  à  A;  d'autre  part,  on  peut  toujours  prendre 
dans  cette  suite  assez  de  facteurs  pour  que  leur  produit  dépasse  a  ; 
on  déduit  de  là,  par  un.  raisonnement  pareil  à  celui  qui  a  été  employé 
pour  les  séries,  que  la  valeur  du  produit  (P)  est  indépendante  de 
l'ordre  des  facteurs. 

62.  Considérons  maintenant  un  produit  infini  de  la  forme 

(P')  {l-u,){l-u,)...{\-u„)..., 

où  tous  les  nombres  Mj,  ttj,  ...,  u„,  ...  sont  positifs.  Je  vais  montrer 
que  la  convergence  de  la  série 

(S)  «1   +   U.i   +    ...    +   'Un  +    ••• 

est  encore  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  produit 
infini  (P')  soit  convergent. 

Je  supposerai,  dans  la  démonstration,  que  les  nombres  it^,  t/^,  ..., 
M„,  ...  sont  tous  plus  petits  qu'un  nombre  a  -<  1  ;  cette  restriction 
sera  levée  plus  tard. 

En  désignant  parp,jle  produit  des  ?i  premiers  facteurs  de  (P'), 
on  aura 

.î  =  (-r^)(-r^)-(-r^> 

comme  tous  les  nombres 


1  —  tfi        1  —  u.^  1  —  w„ 

1 

sont  positifs;  il   faut  et  il  suffit,  pour  que  —  tende  vers  une  limite 

quand  n  augmente  indéfiniment,  que  la  série  à  termes  positifs 
(S') i h  - — '—  +  ...  + ^  +  ... 

1  —  Wl  1  —   H.,  1   —  «„ 

soit  convergente;  or  les  termes  de  cette  série  sont  compris  entre  les 
termes  de  même  rang  des  deux  séries 


a        1  —  a  1  —  7. 

Mj    4-   Wj  +    ...    +   Un    +    ..., 
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qui  sont  convergentes  en  même  temps  (§  44),  et  en  même  temps  que 
la  série  S' ,  puisque  la  somme  d'autant  de  termes  que  l'on  voudra 
pris  dans  cette  série  est  inférieure  à  la  somme  de  la  première  série 
supposée  convergente  et  supérieure  à  la  somme  des  termes  corres- 

1 

pondants  de  la  seconde.  Donc,  pour  que  -7  tende  vers  une  limite,  ou 

pour   que  pli  tende   vers   une   limite   différente  de   zéro,    quand  n 
augmente   indéfiniment,   il   faut   et   il   suffit  que   la  série  (S)  soit 
convergente  :  si  cette  série  était  divergente,  pi  aurait  pour  limite  zéro. 
La  valeur  du  produit  infini 

(-r^)(-r^)-(-r^J-' 

supposé  convergent,  étant  indépendante  de  l'ordre  de  ses  facteurs, 
il  en  est  de  même  pour  le  pi'oduit 

(I -tO(l-w.)  ...(!-«„) - 

63.  Soit  enfin  un  produit 

(Q)  (1  -+-  t'.)(l  +r\)...{\  +r„)... 

pour  lequel  les  nombres  x\^  v^,  ...,  v„,  ...  peuvent  être  positifs  ou 
négatifs,  mais  sont  tels  que  la  série 


soit  absolument  convergente;  je  suppose  de  plus  que  tous  ces  nombres 
soient,  en  valeurs  absolues,  plus  petits  qu'un  nombre  positif  a  <:  1  ; 
si  l'on  désigne  par  Mj,  u^^  ...,  U;,  ...  ceux  des  nombres  t'j,  r,,  ..., 
t)„,  ...  qui  sont  positifs,  et  par  u[,  w/,  u'j  ceux  qui  sont  négatifs;  les 
deux  produits 

(1  -hu,){l  +  u,)  ...{[  +n,)..., 
(1  +  u,')  (1  +u',)  ...  (1  -hul)  ..., 

sont  convergents  et  le  second  a  une  limite  différente  de  zéro;  un 
raisonnement  pareil  à  celui  qui  a  été  employé  pour  les  séries  montrera 
que  le  produit  des  n  premiers  facteurs  du  produit  infini  Q,  lorsque  71 
augmente  indéfiniment,  a  une  limite  égale  au  produit  des  valeurs  des 
deux  produits  infinis  qui  précèdent  (§  50). 
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Enfin,  on  peut  s'affranchir  de  la  restriction  imposée  aux  termes  de 
la  série 


d'être,  en  valeur  aJjsolue,  plus  petits  que  un,  pourvu  que  cette  série 
soit  absolument  converg-ente.  A  partir  d'un  certain  rang  n,  en  effet, 
les  termes  satisferont  certainement  à  cette  condition,  on  est  donc 
assuré  que  le  produit  infini 

(1  +  i'„4-i)(l  +  r„^,)...(l  +r„+.)... 

est  convergent  et  a  une  limite  différente  de  zéro;  soit  T  cette  limite; 
le  produit  des  m  premiers  facteurs  du  produit  infini 

(I  +1^(1  +  tg  ...  (1  +  r„^,)  ..., 

lorsque  m  grandira  indéfiniment,  aura  pour  limite 

T.(l  +  r,)(l+r,)...(l+r„). 

Cette  limite  sera  différente  de  zéro,  si  aucun  des  facteurs  1  +  i-,, 
1  4-  r^,  ...,  1  -+-  v„  n'est  égal  à  zéro. 

On  peut  maintenant  énoncer  les  définitions  et  les  propriétés  qui 
suivent  : 

Un  produit  infini 

(1  +«.)(!  +  H,)  ...  (1  +  «„)  ... 

où  les  nombres  Mj,  it.,,  ...,  tf„,  ...  peuvent  être  positifs  ou  négatifs, 
est  dit  absolument  convergent  si  la  série 


est  absolument  convergente. 

Le  produit  des  n  premiers  facteurs  d'un  produit  absolument 
convergent  tend,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  vers  une  limite; 
cette  limite  est  la  valeur  du  produit;  elle  est  indépendante  de  l'ordre 
des  facteurs  du  produit  infini  ;  elle  est  nulle  si  l'un  de  ces  facteurs  est 
nul,  et  seulement  dans  ce  cas. 

On  voit  que  les  produits  absolument  convergents  sont  maniables 
au  même  degré  que  les  séries  absolument  convergentes. 
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64.  On  peut  transformer  un  produit  infini  simple  absolument 
convergent 

(P)  (H-tf,)(H-tO...(l  +tO-, 

en  un  produit  infini  à  double  entrée,  en  établissant  une  loi  de  corres- 
pondance entre  chaque  entier  positif  n  et  chaque  couple  (a,  ^)  de 
deux  entiers  positifs  et  en  posant 

quand  n  et  (a,  ^)  se  correspondent;  les  produits 

P^={1   +  Val)  (l  +  t'a2)  ..•  (1  +  Van)  ... 

sont  absolument  convergents  et  il  en  est  de  même  du  produit 

P  P        P  , 

dont  la  valeur  est  égale  à  celle  du  produit  (P).  On  écrit  cette  propo- 
sition sous  la  forme 

n  (n-M„)=  n  II  (i-t-i'ap) 


=   n   (l  +  t'a,p),     (^  =  1,2,3,...). 


Le  lecteur  établira  sans  aucune  peine  toute  cette  théorie  ;  il  pourra 
s'exercer  à  l'appliquer  à  la  démonstration  de  l'identité  suivante,  où 
q  désigne  un  nombre  plus  petit  que  un  en  valeur  absolue, 

(l+g)(l+,')(H-,.)...(l+r)...=  (,_^)(^_,^.)'.(^_^,...).J 
c'est  une  conséquence  facile  d'une  identité  établie  au  paragraphe  42  (*). 

65.  En  raison  des  propriétés  des  séries  absolument  convergentes, 
il  est  très  utile  de  savoir  décider  si  une  série  à  termes  positifs  est,  ou 
n'est  pas,  convergente.  Je  vais  donner,  dans  ce  but,  les  règles  les  plus 
simples  et  les  plus  usuelles. 

Un  premier  procédé,  celui  dont  dérivent  d'ailleurs  presque  tous  les 


(')  Celte  identité  signalée  par  Euler,  daus  \ Inti-odiictio  in  analysin  infliiitomm  (§  326), 
intervient  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  voyez  Jacobi  :  Ftmdmienta  nova 
thtoria  funclionvm  ellipticarum  (§36). 
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autres,  consiste  à  comparer  la  série  proposée 

(V)  V^  -h  V^+   ...   -f   l\  +   ... 

à  une  série  connue 

(U)  tt,  +  Mj  +  ...  +  ^^„  +  ... 

Je  suppose  les  deux  séries  à  termes  positifs  :  si  la  série  (U)  est 
convergente  et  que  les  termes  de  la  série  (V)  ne  dépassent  pas  les 
termes  correspondants  de  la  série  (U),  il  est  clair  que  la  série  (V)  est 
convergente  ;  de  même  si  la  série  (U)  est  divergente  et  que  les  termes 
de  la  série  (V)  soient  plus  grands  que  les  termes  correspondants  de 
la  série  (U),  il  est  clair  que  la  série  (V)  est  divergente. 

Un  moyen  commode  de  faire  la  comparaison  consiste  à  étudier  le 

rapport  —  de  deux  termes  correspondants,  si,  à  partir  d'une  certaine 

valeur  de  n,  ce  rapport  reste  compris  entre  deux  nombres  positifs  a 
et  h,  différents  de  zéro  ;  la  série  (V)  sera  convergente  ou  divergente 
en  même  temps  que  la  série  (U),  puisque  ses  termes  seront  compris 
entre  les  termes  des  deux  séries 

aUi  +  aii^  +  ...  +  au„  +  ..., 
hu^  +  bttj  +  ...  +  hu^  +  ..., 

convergentes  ou  divergentes  en  même  temps  que  la  série  (U)  ;  on 

voit   de   môme  que   si   le  rapport  —  reste   inférieur  à  un   nombre 

"'« 
positif  b,  et  si  la  série  (U)  est  convergente,  la  série  (V)  est  aussi 

convergente  ;  si  le  rapport  —  reste  supérieur  à  un  nombre  positif  a, 

différent  de  zéro,  et  si  la  série  (U)  est  divergente,  la  série  (V)  est  aussi 
divergente.   Ce  procédé  s'applique  particulièrement  lorsque  le  rap- 

V 

port  —  a  une  limite,  pour  ?i  infini  :  si  cette  limite  l  est  différente  de 

zéro,  et  si  l'on  considère  deux  nombres  a,  h  positifs  et  difTérents  de 
zéro  tels  que  l'on  ait  a  <;  ï  <;  ?>,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  ?i, 

le  rapport  —  finira  par  tomber  entre  a  et  &;  si  la  limite  est  nulle, 
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V 

le  rapport  —  finira  par   rester   inférieur  à  n'importe   quel   nombre 

positif  b,  etc. 

Par  exemple  on  a  démontré  (§  49)  que  la  série 

11  •  1 

^  ^  2^ -"  3^  +  -  +  .-^  +  - 

était  convergente  pour  p  :>  1  ;  il  en  résulte  que  si  f{x)  désigne  un 
polynôme  entier  en  x  de  degré  p  et  qui  n'admette  pas  de  racine 
positive  entière,  la  série 

1  1  1 

est  absolument  convergente  (*),  puisque  le  rapport  — — -  a,  pour  n 

f{7l) 

infini,  une  limite  finie.  De  même  la  série 

a,  «2  a„ 

où  7.1,  OL^^,  ...,  a„,  ...  désignent  des  nombres  positifs  ou  négatifs,  mais 
inférieurs   en   valeur   absolue  à  un   certain   nombre   positif  K,  est 
absolument  convergente. 
De  la  divergence  de  la  série 

1        1 

on  conclura  de  même  la  divergence  de  la  série 

111  1 


a  -h  b       a  +  2b       a  +  36  a  +  nb 

où  a  et  b  sont  des  nombres  quelconques. 

66.  En  comparant  une  série  à  termes  positifs 

(V)  V^  ■+■  V,  +   ...   +  V^  -+-  ... 


(')  Les  termes  linisseat  par  eleveiiir  tous  positifs,  si  lo  coefficient  de  a?    tlansfiir)  est 
positif. 
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à  une  série  dont  les  termes  sont  en  progression  géométrique,  on 
arrive  à  deux  règles  d'un  emploi  très  fréquent. 

Vn  +  i 

i°  Si  le  rapport reste,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n, 

plus  petit  qu'un  nombre  positif  k,  plus  petit  que  l'unité,  la  série  (V) 
est  convergente;  si  ce  rapport  reste,  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  n  plus  grand  que  un,  la  série  (V)  est  divergente. 

2°  Si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  l'expression  Ç''v\  reste 
plus  petite  qu'un  nombre  k  plus  petit  que  un,  la  série  (V)  est  conver- 
gente; si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  l'expression  k  tt„  reste 
plus  grande  que  un,  la  série  (Y)  est  divergente. 

Si,  en  eflet,  on  a 

i-„+i  <  kv„, 

i\+2  <;  ki'n+i  <  k-i\, 


on  voit  que,  à  partir  du  terme  i'„+i,  les  termes  de  la  série  proposée 
deviennent  plus  petits  que  les  termes  de  la  série 

/t-f„  +  k^i\  +  ...  +  k'v^  +  ... 

qui  est  convergente  si  /t  est  <;  1,  et  qui  a  une  somme  égale  à 

kv„ 


1  —  k 

On  voit  donc  non  seulement  que  la  série  (V)  est  convergente, 
mais  que  le  reste  de  cette  série,  quand  on  s'arrête  au  terme  r„  (§  43), 
est  inférieur  à 

ki\ 

La  conclusion  est  la  même  si  l'on  a 

\/~i  <  A-, 

7.4-/- 
i^~r  <  A-, 
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OU 

t\  <  k",       i'„+i  <;  Pi"  +  \  ...,       v„+r  <  k"+'-; 

si  k  est  plus  petit  que  un,  on  peut  affirmer  que  la  série  (V)  est 
convergente,  et  que  le  reste  de  cette  série,  quand  on  s'arrête  au 
k 


terme  v„,  est  inférieur  à 


k 


sions  -^^  ou  K'i'„  restent,   après   une   certaine  valeur  de  n,  supé- 


La  divergence  de  la  série  (V),  lorsque  ~ —  ou  k 'U„  restent  supé- 

rieurs  à  un  est  manifeste,  puisque,  alors,  les  termes  n'ont  pas  pour 
limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

Ces  règles  s'appliquent  en  particulier  lorsque  l'une  ou  l'autre  des 

quantités  -^  ?  K  i'„  ont  une  limite  pour  n  infini  ;  si  cette  limite  l 
est  plus  petite  que  un,  le  rapport  -^  ou  l'expression  Vu,,,  finit  par 
rester  au-dessous  de  tout  nombre  k  compris  entre  l  et  un,  et  par 
conséquent  la  série  est  convergente.   Si  — —  ?  ou  i/'i'»,  a  une  limite  l 

supérieure  à  un,  on  peut  affirmer  la  divergence  de  la  série  (V)  ;  si 
cette  limite  est  égale  à  un,  il  y  a  doute,  excepté  lorsque  les  expres- 

Heures  à  un. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  les  séries 

(2)l  +  !i'x+"'(»'-^)x'+...  +  "'("'-['-^-"'7"+'>x-+..., 
où,  pour  la  seconde,  m  est  un  nombre  quelconque,  le  rapport  du 

.      v  .    ,  -,       .  ^  ,  •>  «^  —  71+1 

{n  +  1)  '^™^  terme  au  précèdent  sera  -  pour  la  première, x 

pour  la  seconde;   quel  que  soit  x,  -  a.  pour   limite   zéro   quand  n 

augmente  indéfiniment;  le  rapport  de  la  valeur  absolue  d'un  terme 
de  la  série  (1)  à  la  valeur  absolue  du  terme  précédent,  a  donc  aussi 


80  THÉORIE   DES   FONCTIONS   d'uNE   VARIABLE. 

pour  limite  zéro;  donc,  la  série  (1)  est  absolument  convergente, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Lorsque  n  augmente  indéfiniment,  le 
rapport  des  valeurs  absolues  de  deux  termes  consécutifs  de  la  série  (2) 
a  pour  limite  \x\ei  par  conséquent,  lorsque  x  est  compris  entre  —  1 
et  +  1,  la  série  (2)  est  absolument  convergente;  lorsque  la  valeur 
absolue  de  x  est  supérieure  à  un,  la  série  est  divergente,  puisque  les 
termes  ne  tendent  pas  vers  zéro,  sauf  toutefois  quand  m  est  un 
nombre  entier  positif,  car  alors  la  série  est  limitée;  lorsque  l'on  a 
ce  ^  ±  1,  la  série  est  divergente  si  yn  +  1  est  négatif  ou  nul,  il  y  a 
doute  si  )H  +  1  est  positif. 

On  verra   plus  tard  que  pour  x  compris  entre  —  1  et  4-  1,  la 
série  (2)  représente  (1  +  ic)"'. 

Soit 

a„  a^,  ...,  a„,  ... 

une  suite  de  nombre  tous  différents  de  zéro,  dont  la  valeur  absolue 
croisse  indéfiniment  avec  n,  la  série 

X  X'  X" 

-  +  —  +  ...  +  —+... 

«j       a%  al 

est  absolument  convergente  quel  que  soit  x;  en  effet,  la  racine  n'^""* 

X 


de  la  valeur  absolue  du  n'^"^"  terme  est 


lorsque  n  augmente 


indéfiniment,  elle  a  pour  limite  zéro.  De  même  la  série 


est  absolument  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  différentes 
de  «1,  «2,  ...,  a„,  ...  (1).  Si,  en  effet,  on  la  compare  à  la  série  précé- 
dente, on  voit  que  le  rapport  des  valeurs  absolues  des  termes  de 
rang  n  est 

I  x{x  —  «„)  I 

dont  la  limite,  pour  n  infini,  est  égale  à  un. 


(')  Weierstrass.  Zw  Théorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen,  p.  2C. 
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Soit  encore  la  série 

^y-n-ï-  _,_  „~i  +  -2x  _^  ^-'j+a..  __^   ___   _^  «-"■  +  "'■  +   ... 

où  (I  est  un  noiiit)re  positif  plus  yi-jind  que  un  et  ./■  un  n(nnl)re 
quelconque  ('),  la  l'acine  iV^"^"  du  n'""'^  terme  est 

ft   "  +  ■'  =  — - 
a" 

(juanlité  qui,  pour  ii  inliui,  a  poui'  liuiile  /.éi"o;  celle  srrie  esl  donc 
convergente. 

Des  règles  relatives  aux  rapi>orts  — —  et  k  i"„,  l'une  peut,  dans  un 

cas  particulier,  être  d'une  application  plus  commode  que  Taulre, 
mais  il  convient  d'observer  que  si  ces  quantités  ont  des  limites  /-,  V 
pour  n  infini,  ces  limites  sont  nécessairement  égales;  cela  résulte  de 
l'application  des  deu.x  règles  à  la  série 

i\x  +  v^x^  +  ...  +  r^.r"  +  ..., 
on  a  en  eftet 

hm  • —  =:  hm  •  .c  =  I .r, 

lim  iy7^>  =z  l'.r. 

Si  les  nombres  /  et  /'  étaient  dilférents  et  si  l'on  su|tposai)  ./■  compi-is 
entre  -  et  -■>  l'une  des  règles  prouverait  la  divergence  de  la  série, 
l'autre  sa  convergence.  On  peut  du  reste  prouver  directement  que 
l'existence  d'une  limite  pour  -^  implique  l'existence  d'une  limite 
égale  pour  l'''n„  (-). 

67.  Le  cas  où  dans  la  série  à  termes  positifs 
(V)  c,  +  c,  +  ...  -t-  r,,  +  ...; 


(»)  Si  X  est  irralionnL'i,  on  doit  adoplor  la  siuiiiliralioii  ijiii 
ijur  les  u.xposaiits  iiTalionnels  (§  81). 
(-)  Caiichy,  Cours  (l'Analyse,  etc.,  p.  SS. 

Tan\erv.  —  Tliéorie. 
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le  rapport  — —  a,  pour  n  iiilini,  une  limite  éyale  à  l'unité  mérite  un 

examen  particulier;  on  peut  alors  comparer  la  série  (V)  à  une  autre 
série  à  termes  positifs 

(U)  M,  +  Mj  +  ...  +  u„  +  ... 

où  la  même  circonstance  se  produit,  et  dont  le  caractère  est  connu  ; 
il  peut  être  commode  de  faire  cette  comparaison  au  moyen  du  théorème 
suivant. 
Soit 

et  supposons  que  s„  et  •/;„  tendent  vers  zéro  quand  n  augmente  indé- 
finiment, les  deux  séries  (U)  et  (V)  seront  simultanément  convergentes 
ou  divergentes,  si  la  série  dont  le  n'^"^  terme  est  •/;„  —  £„  est  absolu- 
ment convergente. 

En  effet  les  égalités  (1)  donnent 

i(„^l  =  «.   (l-c.)  (1  -£,)...   (1-S„), 

i;„^i  =  r.(l--0,)a-'1.)-(l--a 


Un+1       II,  \  l—rj\         l  —  tJ        \  1  —  rj 


La  quantité  -^ ayant  zéro  pour  limite  finit,  à  partir  d'une 

certaine  valeur  de  n,  par  devenir  plus  petite  que  un  en  valeur  absolue; 
rien  n'empêche  de  supposer  qu'il  en  est  toujours  ainsi,  puisque,  dans 
l'étude  de  la  convergence  d'une  série,  on  peut  faire  commencer  cette 
série  au  terme  que  l'on  veut  (§  43).  Dès  lors,  on  voit  que  le  second 
membre  a,  pour  n  infini,  une  limite  différente  de  zéro,  si  la  série 

est  absolument  convergente;  c'est  ce  qui  aura  lieu  si  la  série 
(v3:  —  e.)  +  {-ri,  —  3.)  +  ...  +  {r,„  —  ej  -^  ... 
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est  elle-même  absolument  convergente,  puisque  le  rapport  des  deux 

1 

termes  du  rang  n,  à  savoir ?  a,  pour  n  infini,  une  limite  égale 

1  —  'On 
à  un. 

Dans  ces  conditions  le  rapport     ""^    ayant,  pour  n  infini,  une  limite 

**«-»- 1 

différente  de  zéro,  les  deux  séries  (U),  (V)  sont  simultanément  conver- 
gentes ou  divergentes. 

Remarquons  en  passant  la  proposition  qu'on  vient  de  démontrer. 
Si  les  deux  suites  infinies  * 

£,,   Gj,    ...,   £„,    ...,  ■/],,   '^.j,    ...,   •^„,    ..., 

ne  présentent  aucun  terme  égal  à  un  ;  si  l'on  a 
lim  £„  :=  0,       lim  •/;„  =2  0 

et  si  enfin  la  série  dont  le  ?i'^'"^  terme  est  |  ■q,^  —  e„  |  est  convergente, 
le  produit  infini 

1-e,      1-e,  1  -s, 

1  —   •'îi        1    —  •'Î3  1   —  'On 

est  convergent  et  a  une  valeur  autre  que  zéro. 

Appliquons  maintenant  la  règle  pour  comparer  les  deux   séries 

(V),  (U)  qui  vient  d'être  démontrée;   en   prenant  pour  la  série  (U) 

la  série 

1         1  1 

on  aura 


'i^  =  (i  +  lV 


le  second  membre,  comme  on  le  verra  plus  tard  (§  102),  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

r        e  (n) 

1 H r-J 

n         n^ 

0(n)  étant  un  nombre  qui  reste,  en  valeur  absolue,  quel  que  soit  n, 
au-dessous  d'un  certain  nombre  positif  fixe. 

Vn  +  1 

Si  la  série  (V)  est  telle  que  le  rapport puisse  se  mettre  sous  la 
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fonno 

n  n- 

y.  riaiil  un   ii(»iiil)i('  ('(iiisl.iiil   plus  i^r.ind  (jiie  un,  ;■  riant  un  noni))!!' 

conslaiil,  ci  Oi(/')  une  (jdaiititr  (jui,  (jucl  (jiie  soii  r<^  l'cstc,  en  valeur 

ahsdinc,    aii-(loss()ns   d'un   cei-taiii    noniljre    positif   lixe;    ou    pouria 

pn'iidiY' 

__  r        0  (n)  _  r        Oj  (n) 

n  rr  '"       ?i  n^- 

_  _    _  G  (n)       Ôj  (î?) 
0«  —  ^«  —  -^^-i  ^  ' 

or  il  suflit,  ])our  voir  que  la  série  dont  le  h"'""  terme  est  •/;„  — s,,,  est 
alisolunicnt  cnnvoi'Licnto,  de  la  comparer  à  la  séiàe  dout  le  n''""''  terme 

est  --■>  en  désignant  par  [i  un  nombre  ])lus  grand  que  un,  mais  plus 

\n'\\\  (|uc  deux  et  que  a.  Cette  dernière  série  est  convergente  {^  49); 
les  deux  séz'ies  (U),  (V)  sont  donc  simultanément  convergentes  ou 
divergentes  et  ce  caractère  ne  dépend  que  du  nombre  r.  On  parvient 
ainsi  à  la  règle  suivante  : 

Si  dans  une  série  à  termes  positifs 

0')  i-\  +   l'2  +   •••   +  l'„  4-  ..., 

0  (n) 


le  rapport peut  se  mettre  sous  la  loi-me 

1  — ^ 


/•  étani  un  nundjre  cuiisfani,  a  nii  uomljre  constant  plus  gi'and  (]U0 
un,  cl  0  (n)  une  quantité  qui,  en  valeur  absolue,  reste  plus  petite 
(pi'un  nombre  positif  fixe,  la  série  (V)  sera  convergente  si  l'on  a  >•  >>  1. 
divergente  si  l'on  a  r  ^  1. 

Remarquons  que  si  l'on  a  r  <:0,  les  termes  de  la  série  (V;  vont  en 
croissant  indéfiniment,  que  si  l'on  a  r  =  0,  ils  tendent,  pour  /;  infini, 
vers  une  limite  différente  de  zéro,  que  si  l'on  a  r  :>  0,  ils  ont  pour 
limite  zéro.  Cela  résulte  de  ce  que  le  terme  v„  +  i  peut  s'écrire 
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(le  ce  que  le  produit  iuliiii  dont  le  n'^'""  l'acteur  est 

1  n^ 

^^ (n=l,2,3,  ...), 

n 

a  une  valeur,  difïéreute  de  zéro,  enfiu  de  ce  que   le  produit  des  n 
premiers  facteurs  du  produit  infini 


(-'r){-0  (-::) 


auynieiite  indélinirnent  avec  n  ou  tend   vers  la  limite  zéro,  pour  n 
infini,  suivant  que  r  est  nép;atif  ou  positif. 

pji  pailic'ulier,  si  le  ra])|)ort  -^^  peut  se  metti'e  sous   la   forme 

d'une  fraction  lalionnelle 

71"  +  Al 91"-'  +  A^n'"--  -H  ... 


n"^  +  a^n"-^  +  A^n"--  +  ... 

où  le  degré  p  et  les  coefficients  A^,  A.^,  ...,  a^,  a,,  ...,  sont  indé- 
pendants de  ?î  ;  on  voit  de  suite,  en  effectuant  la  di\isi(iu  du  numi''raleur 
l)ar  le  dénominateur  et  en  calculant  deux  termes  au  quotient,  que 
l'on  peut  prendre  r^a^  —  Ay  et  que  la  série  proposée  est  conveigente 
si  l'on  a 

Al  —  «1  +  1  <  0, 

divergente  dans  les  autres  cas. 
Ce  théorème  est  du  à  Gauss  (t). 
Appliquons-le,   comme  Gauss   l'a   fait  lui-même,   à   la   séi'ie  dite 

(I-f-u-^-^O...il-- 

('  I  Disquisitiones  générales  circa  seriem  infinitam  : 
1  ^  -^P  ^  4-  «  («  +  1)  P  CP  4-  1)    ._  4_  a(a  +  l)  (a  +  2)  p  (p  +  1)  (P  ^  2)    , 

[C.  F.  Gauss,  Wcrkc,  t.  III,  \<.  138.) 


86  THÉORIE   DES   FONCTIONS   D  UNE   VARIABLE. 

Jiypergéométriqiie  : 

'^l.T      "^        1.2.Y(Y-M)       '^^••• 

g  (g  +  1)  ...  (g  +  n  -  1)  ^.  (^.  +  1)  ...  (,3  +  n  -  1) 
"^  1.2...n.Y(Y+  1)  ...  (Y  +  n— 1)  "^  ■" 

où  a,  (3,  Y  désignent  des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  entiers  négatifs  ; 
le  rapport  du  (n  +  2)'^"'  terme  au  (n  +  1  )'*■"«  est 

(g  +  n)  (fi  +  n) 
(M  +  1)  (y  +  n) 

pour  n  infini,  il  a  £c  pour  limite;  on  en  conclut  que  la  série  proposée 
est  absolument  convergente  lorsque  l'on  a.  \  x  \  -<:  i;  on  désigne 
habituellement  la  somme  de  cette  série  par  le  symbole 

F  (a,  P,  Y,  X). 

Si  l'on  suppose  maintenante  =  1,  l'application  de  la  règle  qu'on 
vient  de  démontrer  conduit  aux  résultats  suivants  : 

Les  coefficients  augmentent  indéfiniment  en  valeur  absolue,  avec 
leur  rang,  si  l'on  a  g  +  fi  —  y  —  1  >-  0. 

Ils  tendent  vers  une  limite  différente  de  zéro,  si  l'on  a  a  +  fi 
—  Y  —  1  =  0. 

Ils  tendent  vers  la  limite  zéro,  si  l'on  a  a  +  ^  —  y  —  1  <:  0. 

La  série,  pour  a?  =  i,  est  convergente  si  l'on  a  a  +  Ç»  —  -;  -czO, 
et  seulement  dans  ce  cas. 

Je  me  bornerai  à  remarquer  sur  la  série  F  (a,  ^,  y,  x),  pour  l'étude 
de  laquelle  je  ne  puis  que  renvoyer  le  lecteur  à  l'admirable  Mémoire 
de  Gauss  (^),  qu'elle  se  réduit  à  un  polynôme  entier  en  x  quand  l'un 
des  nombres  a,  ^  est  entier  et  négatif,  et  qu'elle  se  réduit  à  la  série 
déjà  considérée 

m  m(m  —  1)    „  în(w — l)...{m — n -+- 1) 

'+ï^+^î:f-"+-  +  ^ — rwhi ■-''+■■■• 


(M  Cette  série  a  été  l'objet  de  travaux  considérables,  parmi  lesquels  je  citerai  ceux 
de  M  Kummer  {Journal  de  Crelle,  t.  XV,  p.  39),  de  Riemanu  (Werke,  p.  62),  de  .M.  Schwarz 
(Journal  de  Crelle,  t.  LVI,  p.  149),  de  M.  Goursat  {Annales  de  l'Ecole  normale  sniériewe, 
2=  série,  t.  X,  supplément), 
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quand  on  y  suppose  j^  =:  y,  a  =  —  în  et  qu'on  y  remplace  x  par  —  x. 

68.  Toutes  les  règles  qu'on  vient  de  donner  pour  reconnaître  la 
convergence  ou  la  divergence  d'une  série  à  termes  positifs  reposent 
au  fond  sui'  la  comparaison  de  la  série  proposée  avec  l'une  ou  l'autre 
des  deux  séries 

(1)  1  +  a;  +  cc^  4-  ...  +  ce"  +  ..., 

je  signalerai   encore  la  règle   suivante,    due  à  Cauchy  ('),  dont  la 
démonstration  repose  encore  sur  la  considération  de  la  série  (2)  : 
Étant  donnée  la  série  à  termes  positifs 

(U)  M,  +  Ko,  +  ...  +  ^^n  +  ..., 

si  l'on  a,  pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  un  nombre  positif  p, 

10g  n 

k  étant   un  nombre   positif  plus  grand  que  un,  la  série  (U)  est 
convergente. 

En  effet  l'inégalité  précédente  entraîne  la  suivante  : 

1 

etc.  On  verra  de  même  que  si  l'on  a,  pour  les  valeurs  de  n  supé- 
rieures à  p, 

,      1 

log  — 

-'<:k\ 

log  n 

k'  étant  un  nombre  positif  plus  petit  que  un,  la  série  (U)  est  divergente. 

Tous   ces  exemples   montrent   de   quelle  utilité  serait,  pour  des 

recherches  analogues,  la  connaissance  d'autres  types  de  séries  auxquels 

(1)  Cours  d'Analyse,  clc,  ]i.  137. 
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on  poiiii'.iil  ((iiiiiiaivi-  les  s(''i-ios  à  Ici'inrs  |i(isilits  dmit  n\i  veiil  coniuiîtie 
le  cai'aclrrc   .l'iii(li(in(M-ai   quelqiu-s   rrsiillats  <liis  à  AJjel  (  '  '  ci  (jui 
coiitionneiil  (railleurs  comme  cas  liés  jiarliciiliiTs  les  proposilinns  du 
|)arai^ra))lie  40. 
Soit 

(U)  11^  +  i(.,  -i-  ...  -t-  ■((„  -I-  ..., 

LUie  série  (jiii'l»nii(|iie  à  leriiies  jtusilils;  la  sl-rie 

(U')  ^  +  ^  -1-   ...  _, ^'  +  ... 

où 

.Sj  =z  ttj,         Sj  nr  ■u^  4-  H,,   ...,        S„  =  1<,  +  H^  +   ...  +  »„,  ... 

est  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que  la  série  (U). 

Si  la  série  (U)  est  convergente,  la  série  (U')  l'est  aussi,  puisque  ses 
termes  sont  plus  petits  que  les  termes  correspondants  de  la  série  (U) 
respectivement  divisés  par  ii^. 

Supposons  maintenant  la  série  (U)  divergente.  La  divergence  de  la 
série  (U')  va  résulter  du  caractère  général  établi  au  paragraphe  45. 

Considérons  en  effet  la  somme  des  /)  ternies  qui  suivent  le  n''^"'% 
savoir 

h  —  +  ...  H -^ 

puisque  l'on  a 


cette  somme  est  plus  grande  que 

U„4_i   +  V„  +  2  +    •••    -H   H,i  +  ,,  1 


U,  -+-  n,  -h  ...  -+-  u, 

1  +  • = - 


n„  +  ,  +  ii„  +  ,  +  ...  +  U„+j, 
imaginons  qu'on  donne  à  n  une  valeur  détermiuée;  la  série 

'',,  +  1  +  v„  +  .i  +  ...  4-  u„  +  ^,  H-  ... 
est  divergente,  on  peut  prendre  }>  assez  grand  pour  que  la  somme  de 

(1)  Sur  les  séries  {Œuvres.  2«  éil.,  I.  II,  p.  198). 
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SCS  p  premiers  termes  dépasse  tel  nombre  que  lt)n  voudra,  et  (Mi 
particulier  le  nombre  u^  -+-  ii,  +  ...  +  u„;  dès  lors  la  fraction  qui 
lii^ure  dans  le  second  membre  de  l'égalité  précédente  sera  supérieure 

à  -;  il  en  sera  ainsi  de  la  somme  des  p  termes  de  la  série  (U')  qui 

suivent  le  n"™'"  ternie;  la  série  (U')  est  donc  divergente. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  termes  de  la  série  (U')  décroissent 
bien  plus  rapidement  que  les  termes  de  la  série  (U);  la  série  (U') 
diverge  en  quelque  sorte  moins  rapidement  que  la  série  (U);  de  la 
série  (U')  on  peut  déduire  par  le  même  procédé  une  série  (U")  qui 
diverge  encore  moins  rapidement,  etc. 

Abel  a  montré  en  outre  que,  en  supposant  toujours  la  série  (U) 
divergente,  la  série 

H,  II,  u,, 

,,7T-.  +  ,^+  -  +  ^. +  •■•' 

où  a  est  un  nombre  positif,  est  convergente. 

Je  remarquerai  d'abord  que  si  x  et  ))(  désignent  deux  iKinibres 
positifs,  dont  le  premier  est  inférieur  à  un,  on  a  l'inégalité,  ({ui  sera 
établie  plus  tard  -^  10t>:  : 

1 

7^ 7,7„  >  i  +  '"•'■; 

on  aura  donc 

.1  1  1  xi'„ 


d-'ÏÏ  '  '^ 


et  par  conséqi 


on  en  déduit  siuis  [icin 


1  1\  1 


■".             ",                        "„           1  1/1  1 

— —  -+-  — "-  +  ...  +  • <; h 


l'emier 


le  second  nuMiibrc,  cl  pai-  cDiisi-cpiciil  I<>  premier,  est  inférieur 

I\    1 
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et  cela,  quel  que  soit  n;  la  série  proposée  est  donc  convergente  quand  x 

est  positif,   et  sa  somme  est  inférieure  à  (1  -i — )— •  Quand  a  est 

négatif,  la  même  série  est  divergente  puisque  ses  termes  sont  respec- 
tivement plus  grands  que  les  termes  correspondants  de  la  série 
divergente  (U'). 

Si  l'on  prend  par  exemple  pour  la  série  (U)  la  série  évidemment 
divergente 

1  +  1  +  1  +  1  +  ... 

on  obtiendra,  en  appliquant  les  propositions  précédentes,  les  résultats 
du  paragraphe  -49. 

Si  l'on  prend  pour  la  série  (U)  la  série  divergente 

.        111 

on  en  conclura  que  la  série 

1 


1 

1 
34- 

-.+ 

+ 

1 

nsl+'' 

général 

s„  =  l 

+ 

1 
2 

1 
+  3 

+ 

1 
n 

est  convergente  pour  a  positif,  divergente  pour  a  nul  ou  négatif;  le 

lecteur  verra  (§  104)  que  le  rapport a  pour  limite  l'unité  quand 

n  augmente  indéfiniment  ;  il  en  déduira  que  la  série 
1  1  1 


1  + 


2  (log  2)1+"       3  (log  3)'+^  n  (log  nf 


est  convergente  pour  a  positif,  divergente  pour  a  nul  ou  négatif. 

Je  me  contenterai  de  citer  le  résultat  plus  général  qui  suit,  en 
renvoyant  le  lecteur,  pour  la  démonstration  et  pour  les  conséquences, 
à  la  note  d'Abel  déjà  signalée,  au  Mémoire  de  M.  Joseph  Bertrand 
sur  les  règles  de  convergence  des  séries  à  termes  positifs  {Journal  de 
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Liouville,  l'"''  série,  t.  VII,  p.  35)  ou  au  Traité  de  calcul  différentiel 
et  intégral  du  même  auteur. 

La  série  dont  les  termes  successifs  s'obtiennent  en  faisant  n  =  2, 
3,  4,  ...  dans  l'expression 

1 


n.log  n.log^  n.log'  n  ...  log"~'  n  [log"  nY'^'^ 

est  convergente  si  a  est  positif,  divergente  si  a  est  nul  ou  négatif. 

Dans  cette  expression  log  n  désigne  le  logarithme  népérien  (§  88) 
du  nombre  n,  log^  n  est  mis  à  la  place  de  log  log  n,  de  même  log^  n 
est  mis  à  la  place  de  log  log  log  n,  etc. 

69.  Relativement  aux  séries  qui  sont  convergentes  sans  l'être 
absolument,  je  me  bornerai  à  établir  quelques  propositions  dont  la 
première  concerne  les  séries  à  termes  alternativement  positifs  et 
négatifs. 

Une  série  à  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  est  conver- 
gente si  la  valeur  absolue  de  chaque  terme  est  plus  petite  que  la 
valeur  absolue  des  termes  précédents  et  si,  en  outre,  les  termes 
décroissent  indéfiniment  en  valeur  absolue  quand  leur  rang  s'éloigne 
indéfiniment. 

Cette  proposition  repose  sur  le  lemme  que  voici  : 

Si  a,  &,  c,  ...,  j,  /c,  l  sont  des  nombres  positifs  rangés  par  ordre 
de  grandeur  décroissante,  la  quantité 

a  —  h  +  c  —  ...  ±  j  zf  k  ±  l, 

où  les  signes  vont  en  alternant,  est  positive  :  on  peut  en  effet  l'écrire 
sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 

(a  —  b)  +  (c  —  d)  +  ...  +{k  —  l), 

(a  _  b)  +  (c  -d)+  ...  +  U  -  k)  +  (0 

suivant  que  le  nombre  des  quantités  a,  ...,  î  est  pair  ou  impair. 
Soit  maintenant 

(U)  u,  —  w,  +  H,  ...+(—  !)"-!  u„  —  ..., 
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la  si'i'ic  iiniiiosi'c,  ni'i  loiis  les  noiiilji'es  ;<- suiil  |io,'<ilir>;  eloù  Ton  suppo^^e 

Hj  >    H,  >>   1^3  >   ...   >.  l<„  >    ..., 

lim  «„  z=z  0. 

J)ési!4 lions  par  s„  la  somme  des  n  premiers  termes  u^  —  it^  +  . . .  ±  if„. 
Le  leinme  précédent  donne  immédiatement  les  inégalités 

s„  >  0,       .s%^,+i  >  s,,j, 

Les  deux  premières  ont  lieu  quels  que  soient  les  nombres  )?,  p,  q; 
les  deux  dernières  supposent  q-^- p;  il  suffit,  pour  vérifier  ces  iné- 
galités, de  former  les  différences  Sj„4.,  —  s^,,  So.j  —  8,^,,  i^->q+i  —  •''i';,4-i- 
Les  sommes  à  indices  pairs 

S^,         .s',^,         Sg,  ...,         .S^^,,  ... 

vont  en  cfoissant;  elles  restent  inférieures  à  une  somme  (iiielcoiique 
d'indice  impair  «2,^  +  1;  elles  tendent  donc,  lorsque  leur  indice  augmente 
indéfiniment,  vers  une  limite  A,  pour  laquelle  on  a,  quels  que  soient 
P  et  r/, 

les  sommes  à  indices  impairs 


vont  en  décroissant  et  restent  supérieures  à  une  somiii<>  (iiielconqiie 
d'indice  pair  Sg,^;  elles  tendent  donc  vers  une  limite  B,  poiu'  laquelle 
on  a,  quels  que  soient  p  ei  q, 

8-2,,+  l    >     B    >     Soy. 

On  n'a  pas  encore  fait  intervenir  la  condition  ■ 
lim  u„  : 

elle  conduit  à  la  conclusion  A  m  B;  en  effet  ces  deux  nombres  sont 
compris  entre  s^^,  et  s-,j,+  u  dont  la  différence  Uip  +  i  peut  être  supposée 
aussi  petite  qu'on  le  veut. 

Ainsi   la   série  (U)  est   convergente  :    sa   somme   est  plus  grande 
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qu'une  somme  quelconque  s.>p  ù  indice  pair,  plus  petite  qu'une  somme 
quelconque  .s.> ,^4.1  à  indice  impair.  En  prenant  pour  la  .sonnne  de  la 
série  la  somme  des  n  premiers  termes,  on  commet  une  erreur  en 
plus  ou  en  moins,  selon  que  le  premier  terme  néglig-é  est  néfiatif  ou 
positif  et  qui  est  moindre  en  valeur  absolue  que  ce  premier  teiane 
négligé,  puisque  la  somme  de  la  série  est  comprise  entre  la  somme 
des  n  premiers  et  celle  des  n  +  i  premiers  termes. 

On  aurait  pu  aussi  élahlir  la  convergence  de  la  série  U  en  appli- 
quant le  caractère  général  Aw  [laiagraphe  44;  la  somme  des  m  Icrnies 
qui  suivent  le  n'^"'"  est  en  efl'et 

(—  1)"  (u,,+i  —  a„  +  ,  +  ...  ±  «„  +  ,„); 

la  quantité  entre  parenthèses  est  positive,  en  vei1u  du  lemme,  elle  est 
moindre  que  ^(„^i,  puisqu'on  peut  l'écrii'e 

Un  +  l   —   («„  +  .   —   «•«4-S    +    ...    +    Un  +  m) 

et  que,  dans  cette  dernière  expression,  la  (juantité  euti-c  ])arenthèses 
est  positive  en  vertu  du  même  lemme;  la  valeur  absolue  de  la  somme 
des  11}  termes  est  donc  moindre  que  h„+i,  et  cela  quel  que  soit  i»  ; 
comme  on  peut,  quel  que  soit  le  nombre  positif  s,  piendre  n  assez 
grand  pour  que  l'on  ait 

la  convergence  est  démontrée. 
Par  exemplf^  la  séi-ie 

1        1        1 

^-2+3-4+- 

esl  convergente  sans  l'être  absolument.  C'est  une  de  ces  séries  don!  la 
souune  dépend  de  l'ordre  dans  lequel  les  termes  sont  écrils. 

Voici  un  exemple  de  ce  fait  dont  la  raison  a  éié  donnée  au  para- 
graphe 60.  Si  l'on  pose 

^■>„-ii  =   l    -{--  +  -  -h   ...   + 


:5       .")  2n  - 

111  1 

2       4        (J  2n 
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on  établira  sans  peine  l'identité 

San  — 1  Sjn  -    (^Sa,,  —  !    —    Son), 

en  faisant  croître  n  indéfiniment,  on  voit  que  le  premier  membre  a 
pour  limite  la  moitié  de  la  somme  de  la  série  proposée;  c'est  dire  que 
cette  somme  est  double  de  la  somme  de  la  série  suivante,  dont  la 
convergence  s'établit  sans  peine, 

1_1       1_1_1       l_2._i.       ^_ 
~"2       4'^3       6       8"^5        10~~12"*"7'~"" 

Il  est  clair  qu'une  série  appartenant  au  type  qu'on  a  défini  dans  ce 
paragraphe  peut  être  absolument  convergente,  telle  serait  la  série 

J_  1  1 1 

1.2~~  1.2.3  '^  1.2.3.4       1.2.3.4.5  "^  ■"' 

que  l'on  obtient  en  faisant  oc  =  —  1  dans  la  série  déjà  signalée 

X        x^  ce' 

Il  convient  encore  de  remarquer  que  la  règle  précédente  permet 
d'affirmer  la  convergence  de  séries  qui  ne  satisfont  aux  conditions 
imposées  qu'à  partir  d'un  certain  terme  :  on  a  vu  en  effet  (§  45)  que 
les  premiers  termes  d'une  série  n'avaient  pas  d'influence  sur  la 
convergence  ou  la  divergence  d'une  série. 

Si  par  exemple  on  considère  la  série 


i-iy 


l.Y  i.2.Ye^+l) 

g  (g  -4-  1)  ...  (g  +  n  — ,1)  P  (3  +  1)  ...  (3  +  n  —  1) 
1.2  ...  n.v  (y  +  1)  ...  (v  +  n  —  1) 


obtenue  en  faisant  x=:  —  1  dans  la  série  hypergéométrique  F  (a,  ^,  y,  x), 
on  voit  que  le  rapport  d'un  terme  au  précédent, 

(g  +  n)  ({S  4-  n) 
n  (;(  +  n) 
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liiiit,  pour  n  suffisamment  grand,  par  être  négatif,  donc  les  termes 
finissent  par  être  alternativement  positifs  et  négatifs;  on  sait  qu'ils 
tendent  vers  la  limite  zéro  si  l'on  a  a  +  (3  —  y  —  1  <:  0,  et  l'on 
reconnaît  sans  peine  qifà  partir  d'un  certain  rang  ils  décroissent 
constamment;  on  en  conclut  que  sous  cette  condition  la  série  est 
convergente  ;  elle  n'est  d'ailleurs  absolument  convergente  que  si  l'on 
a  a  +  [3  —  Y  <  0- 

70.  D'autres  propositions,  d'une  nature  un  peu  plus  cachée,  se 
déduisent  d'un  lemme  dû  à  Abel  (i),  et  que  j'énoncerai  après  avoir 
fait  la  remarque  presque  évidente  que  voici  : 

Soit 

A^x^  +  A, ce,  +  ...  H-  A„a^„ 

une  fonction  linéaire  des  variables  x^,  x^,  ..,,  x„,  dans  laquelle  les 
coefficients  A,,  Ag,  ...,  A„  sont  positifs  ou  nuls;  si  l'on  considère  deux 
systèmes  de  valeurs  des  variables  x„x^,  ...,«„  d'une  part,  x\^x[^  ..., 
x'n  de  l'autre,  tels  que  l'on  ait 

1  zz:     \i         '^a  r^     25   '••?         "^n  ■:=.  "^nJ 

on  a 

A^x\  -h  A,x^  +  ...  +  A^xl  ^  A,cc,  +  A^cc^  +  ...  +  A„a;„; 

en  effet  la  différence  entre  les  deux  membres,  à  savoir 

A,  {x\  —  X,)  +  A,  (4  —  5c,)  +  ...  +  A„  {xl  —  x„), 

est  évidemment  positive  ou  nulle. 

Voici  maintenant  en  quoi  consiste  le  lemme  d'Abel  :  Soient  y,,  v^,  ..., 
v„  n  nombres  positifs  ou  négatifs,  a  un  nombre  au  plus  égal  au  plus 
petit  des  nombres 

s.  =t\,        s,=^v,-h  V^,  ...,        S„  =  t',  +  V,  +  ...  +i;„, 

A  un  nombre  au  moins  égal  au  plus  grand  de  ces  mêmes  nombres  ; 
soient  enfin  £„  £„  ...,  £„  n  nombres   positifs   rangés   par  ordre  de 


(I)  Recherches    sur   la   série  1  +  r  a?  H r—z —  cc^  H ■ ^ ■  w^  +  ... 

{Œuvres,  2»  éd.,  p.  222.) 


U()  TIlKUniE    llES    l'ONt/nONS    n'r.NK    VAlilAlîl.i:. 

Lir.iiidciir  ilrci'oissante,  on  aura 

on  cflVt  la  (|iiaiitil<''  iiitéi'nK''(liair('  pt'iit  s'rciirc 

£,S,   +  3,  v^,  —  sj  4-   ...   +  s„(n„  -  N„_,) 

=  ^1  (-1  —  h)  +  «2  (-2  —  £3)  +  •••  +  ^"-1  (^"-1  —  3„)  4-  s„s„; 

l(^s  coeflicicnls  s,  —  s,,  s,  —  e^,,  ...,  $„_,  —  5,^,  ...,  s,,  élant  jxtsilifs, 
ou  ne  ju'ul  que  diiuinuer  lo  second  membre  de  l'éj^alité  précédente 
en  y  remplaçant,  s,,  s,,  ...,  s„  par  o;  on  ne  peut  que  l'augmenter  en 
y  remplaçant  les  mêmes  (piantilés  par  A;  or  on  trouve  ainsi  i^d  d'une 
pai't.  Cl  A  de  l'autre;  la  proposition  est  donc  démonti'ée. 

Il  résulte  de  là  que  si  on  désigne  par  K  un  noudjre  égal  ou  supérieur 
à  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des  nombres  Sj,  s.,,  ...,  ,s„,  on  aura 

—  sjv  ^  Eji",  +  z,v,  +  ...  ^^-  £„r„  ^  £,K, 

ou,  si  l'on  veut, 

I  ^r''i  +  ^>'"2  +  •••  +  t..^\>  I    ^  3,K. 

71.   Voici  maiuleiiant  deux  couséqueucos  do  ce  lomme  : 
T.   S,.it 

(V,  i\  +  Tj  +  ...  +  r„  +  ... 

une  séi'ie  convergente,  soit 


une  suite  inlinio  do  nomJiros  positifs  tels  que  cbacun  sdil  inféiMciudU 
égal  à  celui  qui  le  précède,  la  séi'io 

(V)  £iCi  +  t,v,  +  ...  +  tj-\,  -h... 

est  convergente. 

En  efTel,  à  cause  de  la  convergence  de  la  série  (V),  à  chaque  nombre 
positif  a  correspond  un  entier  positif  n  tel  que  les  (pianlilés 

I  c„  +  ,  ,         I  /\,  +  i  +  v„  +  ,  1 

I  v„+i  +  r„  +  ,  +  ...  -j-  v„+,,    ,  ..., 
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soient  toutes  inférieures  à  a;  à  cause  du  lemnie,  les  quantités 

I   ^n  +  l    1'h4-1    I?  1    2,i4-l   t\i-+-l    -h    £„4-2   V^+i    ],    ••., 

I    -H  4-  1    Vn  +1    +    £„  4-  2   l'n  4-  2    +    •  •  •    +    'n  +  p    1'«  +p    \i    ■  •  ■  ■, 

seront  toutes  inférieures  à  a  £„+i,  et  par  suite  à  a  Sj;  comme  a  est 
arbitraire,  la  convergence  de  la  série  (V)  est  démontrée. 

On  voit,  par  exemple,  en  conservant  aux  s  la  signification  précé- 
dente, que  la  série 

1        2        3  n  -^ 

est  convergente. 
II.  Soit 

(V)  V,  +  l\  4-  ...  +  t'„  +  ..., 

une  série  convergente  ou  divergente,  mais  dans  laquelle  la  somme 
des  n  premiers  termes  reste  toujours,  quel  que  soit  n,  inférieure  en 
valeur  absolue  au  nombre  positif  «,  soit  en  outre 

£,,  £,,    ...,  £„,    ... 

une  suite  infinie  de  nombres  positifs  tels  que  chacun  d'eux  soit  égal 
ou  inférieur  à  celui  qui  le  précède,  tels  en  outre  que  l'on  ait 

lim  £„  =  0, 

la  série 

(V)  £,!',  +  e.,v^  -H  ...  4-  e„v„  +  ... 

est  convergente. 

On  a  en  effet,  quels  que  soient  n  et  p, 

1  v„+i  +  v„  +  2  +  •••  +  v„+p  \  <:  2a 
et,  en  vertu  du  lemme, 

I  e„+i  r„  +  i  +  e„  +  2  ^'«  +  2  +  •••  +  ^n+p  r„  +  j,  \  <  2£„  +  ,  a; 
or,  à  cause  do  la  supposition 

lim  £„  =  0, 

Tannery.  —  Théorie.  7 
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on  peut  supposer  n  assez  grand  pour  que  2  £„+i  a  soit  plus  petit  que 
tel  noniljre  positif  que  l'on  voudra.  La  convergence  de  la  série  (V) 
est  donc  démontrée. 

Le  théorème  du  paragraphe  69  n'est  qu'un  cas  particulier  de 
celui-ci;  il  suffit  pour  s'en  convaincre  de  remplacer  les  quantités  Sj, 
cj,  ...,  par  les  quantités  Hj,  h^,  ...  et  de  prendre  pour  la  série  (V)  la 
série  divergente 

+  1  —  ]  +  1  —  1  +  ..., 
dans  laquelle  la  somme  des  n  premiers  termes  est  zéro  ou  un. 


CHAPITRE  JII 


PREMIERS  PRINCIPES  DE  LA  THEORIE  DES  PONCTIONS  D'UNE  VARIABLE. 

72.  Considérons  un  ensemble  (E)  de  nombres  tous  distincts  et 
regardons  ces  nombres  comme  des  valeurs  attribuées  à  une  variable  a;  ; 
si  à  chacun  de  ces  nombres  x  on  fait  correspondre  un  nombre  y,  on 
dira  que  y  est  une  fonction  définie  de  x  pour  chacun  des  nombres 
appartenant  à  l'ensemble  (E).  Par  exemple  a  étant  un  nombre  positif 
donné,  l'expression  a^,  où  x  est  un  nombre  entier  positif,  représente 
le  produit  de  x  facteurs  égaux  à  a;  a^  est  en  ce  sens  une  fonction 
définie  pour  l'ensemble  des  valeurs  entières  et  positives  attribuées  à  x. 
Si  l'on  adopte  les  conventions  qu'expriment  les  formules  suivantes, 
où  p,  q  sont  des  entiers  positifs, 

p  p  1 

a   «  =  v'a\       a    '^  =  -^y      a"  =  1, 

on  peut  dire  que  a''  est  une  fonction  de  x,  dont  la  valeur  est  toujours 
positive,  et  qui  est  définie  pour  l'ensemble  des  valeurs  rationnelles  de  x. 

Soient  a,  h  deux  nombres  quelconques,  a  étant  le  plus  petit  des 
deux,  j'appellerai  intervalle  (rt,  h)  l'ensemble  des  nombres  «,  h  et  de 
tous  les  nombres  rationnels  ou  non  qui  sont  compris  entre  a  et?>; 
je  dirai  de  l'un  quelconque  de  ces  nombres  qu'il  appartient  à  l'inter- 
valle (a,  b)  ;  les  deux  nombres  a,  b  sont  les  limites  de  l'intervalle  ; 
la  différence  b  —  a  est  V étendue  de  l'intervalle;  un  intervalle  (a',  b') 
est  contenu  dans  l'intervalle  (a,  b)  si  les  nombres  a' ,  b'  appartiennent 
à  cet  intervalle. 

Une  fonction  y  de  x  est  définie  dans  l'intervalle  {a,  b)  si  à  clia({ue 
valeur  de  x  appartenant  à  cet  intervalle  correspond  une  valeur  déter- 
minée de  y. 
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La  noiioli  de  fonction,  ainsi  entendue,  est  extrêmement  générale  ; 
elle  paraîtrait  autoriser  l'introduction  de  fonctions  à  définition  tout  à 
fait  arbitraire  :  ainsi,  ce  serait  définir  une  fonction  dans  l'intervalle 
(2,  3)  que  de  convenir  qu'on  prendra  y  =  x  pour  toutes  les  valeurs 

rationnelles  de  x  qui  appartiennent  à  cet  intervalle  et  j/  =  —  pour 

toutes  les  valeurs  irrationnelles. 

En  procédant  ainsi,  on  risquerait  singulièrement  d'introduire  des 
fonctions  qui  n'offriraient  aucun  intérêt  aux  géomètres  ;  les  fonctions 
dont  l'étude  s'est  trouvée  féconde  n'ont  pas  été  construites  arbitraire- 
ment; dans  le  développement  de  la  science,  elles  se  sont  présentées 
d'une  façon  nécessaire  :  telles  sont,  pour  ne  citer  que  les  plus  simples, 
les  fonctions  entières,  les  fonctions  rationnelles,  les  fonctions  algé- 
briques, les  fonctions  transcendantes  a^,  log  x,  sin  x,  cos  as,  etc. 

73.  On  entend  par  fonction  entière  un  polynôme  entier  en  x, 

y  =  A,,  x"'  +  A ,  x'"  -  '  -h  . . .  +  A«  _  1  5C  +  A,„  ; 

m  est  un  nombre  entier  positif,  A„,  Aj,  ...,  A„j_i,  A,„  sont  des 
nombres  constants.  Une  telle  fonction,  si  l'on  se  donne  les  coefficients 
A^,  ...,  A,„,  est  évidemment  définie  dans  un  intervalle  quelconque. 

Une  fonction  rationnelle  est  le  quotient  de  deux  polynômes  entiers 
en  ce, 

A„r»'"  +  A^x"'-'^  -h  ...  +  A,n-iOc  +  A,„ 


y 


B„a?"  +  B,x"-'  +  ...  -f-  B„_i  X  +  B„ 


une  pareille  fonction  est  définie  dans  tout  intervalle  qui  ne  contient 
pas  de  valeurs  de  x  pour  lesquelles  le  dénominateur  s'annule  :  pour  ces 
dernières  valeurs,  la  fonction  n'est  pas  définie;  elle  n'a  point  de  sens, 
puisque  le  cas  où  le  diviseur  est  nul  doit  toujours  être  exclu. 

Une  fonction  algébrique  de  x  est  telle  que  chaque  valeur  de  x  et 
chaque  valeur  correspondante  y  de  la  fonction  vérifient  une  équation 
de  la  forme 

où  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  en  x  et  y;  la  définition 
précise  d'une  fonction  algébrique  dans  chaque  intervalle  présente 
d'ailleurs  des  difficultés  qui  ne  peuvent  être  abordées  ici.  Les  fonctions 
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non  algébriques  sont  dites  transcendantes.  On  reviendra  plus  tard 
sur  la  définition  des  fondions  transcendantes  a^,  log  ce,  sin  x,  cos  x^  ... 
—  C'est  l'observation  et  l'étude  des  propriétés  de  ces  fonctions  parti- 
culières (ou  d'autres),  des  relations  qu'elles  ont  entre  elles,  dos 
combinaisons  qu'on  peut  en  former,  etc.,  qui  constitue  le  véritable 
objet  de  l'analyse;  il  est  toutefois  commode,  quand  ce  ne  serait  que 
pour  éviter  d'insupportables  répétitions,  de  faire  précéder  cette  étude 
de  quelques  tliéorèmes  généraux,  d'un  caractère  purement  logique, 
et  qui  reposent  uniquement  sur  les  définitions. 

74.  Une  fonction  définie  dans  un  intervalle  {ci,  h)  a  nécessairement 
une  valeur  finie  pour  chaque  valeur  de  la  variable  x  qui  appartient  à 
cet  intervalle;  je  dirai  que  la  fonction  est  finie  dans  cet  intervalle  s'il 
existe  un  nombre  positif  A  tel  que  chaque  valeur  de  la  fonction  soit, 
en  valeur  absolue,  inférieure  à  A  :  en  ce  sens  une  fonction  qui  serait 

1 

égale  à  zéro  pour  x  =  0  et  à  -  pour  toute  autre  valeur  de  x  appar- 
tenant à  l'intervalle  (0,  1)  n'est  pas  une  fonction  finie,  quoique  sa 
valeur  soit  finie  pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle 
(0,  1).  Cette  fonction  est  au  contraire  finie  dans  tout  intervalle  (a,  1), 
dont  la  limite  inférieure  a  est  un  nombre  positif  plus  petit  que  un. 

Lorsqu'une  fonction  f{x)  est  finie  dans  un  intervalle  (rt,  b),  il  existe 
deux  nombres  M,  m  qui  jouissent  des  propriétés  suivantes  :  Chaque 
valeur  de  la  fonction  qui  correspond  à  une  valeur  de  x  appartenant  à 
l'intervalle  est  au  plus  égale  à  M  ;  de  plus,  ou  bien  il  existe  au  moins 
une  valeur  de  x,  appartenant  à  l'intervalle,  pour  laquelle  on  a 

f{x)=M; 

ou  bien,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  il  existe  au  moins 
une  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle,  pour  laquelle  f{x)  a  une 
valeur  comprise  entre  M  et  M  —  e. 

De  même,  chaque  valeur  de  la  fonction  /(x)  qui  correspond  à  une 
valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle  est  au  moins  égale  à  m  ;  de 
plus,  ou  bien  il  existe  au  moins  une  valeur  de  x  appartenant  à 
l'intervalle  pour  laquelle  on  a 

f{x)  =  m; 
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OU  l)ien,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  il  existe  au  moins 
une  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle,  pour  laquelle  /"(x)  a  une 
valeur  comprise  entre  «i  et  wi  +  e. 

M  est  dit  la  limite  stqjérieure  de  la  fonction  dans  l'intervalle  {a,  h); 
m  est  dit  la  limite  inférieure  de  la  fonction  dans  l'intervalle  (a,  h). 
La  différence  positive  (ou  nulle)  M  —  m  est  dite  V oscillation  de  la 
fonction  dans  ce  même  intervalle. 

Pour  établir  l'existence  du  nombre  M,  il  suffit  de  se  reporter  au 
paragraphe  16  en  considérant  l'ensemble  des  valeurs  distinctes  de  la 
fonction  f{x)  qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  de  x  qui  appar- 
tiennent à  l'intervalle  (a,  h);  puisque  la  fonction  est  finie,  chacune 
de  ces  valeurs  est  inférieure  à  un  certain  nombre  A  ;  si  elles  sont  en 
nombre  fini,  le  nombre  M  sera  la  plus  grande  de  toutes  ;  si  elles  sont 
en  nombre  infini,  leur  ensemble  admet  une  limite  supérieure  M  qui, 
d'après  ce  qui  a  été  démontré  (§  16),  jouit  des  propriétés  énoncées 
plus  haut.  Inversement,  ces  propriétés  caractérisent  complètement  le 
nombre  M. 

L'existence  du  nombre  m  s'établit  de  la  même  façon. 

Une  fonction  peut  ne  pas  atteindre  sa  limite  supérieure  ou  sa  limite 
inférieure.  Si,  par  exemple,  une  fonction  est  égale  à  x  pour  toute 
valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (0,  1),  excepté  pour  x  =z  i, 
et  si,  pour  x  z=  i,  la  valeur  de  la  fonction  est  zéro,  il  est  clair  que  la 
limite  supérieure  de  cette  fonction  dans  l'intervalle  (0,  1)  sera  un  et 
que,  pour  aucune  valeur  de  x  appartenant  à  cet  intervalle,  la  fonction 
ne  sera  égale  à  un. 

Si  la  fonction  f{x)  admet  dans  l'intervalle  (a,  h)  les  limites  supé- 
rieure et  inférieure  M,  m,  et  si  x,  x'  sont  deux  nombres  appartenant 
à  cet  intervalle,  la  valeur  absolue  de  la  différence  f{x)  —  f{x')  sera 
au  plus  égale  à  l'oscillation  M  —  m  de  la  fonction;  cette  oscillation 
peut  être  regardée  comme  la  limite  supérieure  des  valeurs  distinctes 
que  prend  l'expression  |  f{x)  —  f{sc')  \  quand  on  donne  à  ce  et  à  x' 
toutes  les  valeurs  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  h). 

Si  une  fonction  f{x)  est  définie  dans  l'intervalle  («,  h)  et  si  l'on  a, 
pour  toutes  les  valeurs  x,  x'  appartenant  à  cet  intervalle, 

i/-(.T)-r(.ioi<A, 

A  étant  un  nombre  positif,  on  peut  affirmer  que  la  fonction  f{x)  est 
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finie  dans  cet  intervalle,  pui.sqiie  sa  valeur  absolue  est  toujours 
inférieure  à  2 A;  on  peut  affirmer  aussi  que  son  oscillation  est  au 
plus  égale  à  A. 

Soit  f{x)  une  fonction  finie  clans  l'intervalle  («,  h);  soient  M  et  m 
ses  limites  supérieure  et  inférieure.  Si  l'on  divise  l'intervalle  («,  h) 
en  }}  intervalles  partiels  égaux  ou  inégaux,  et  si  l'on  désigne  par 
M,,  M„,  ...,  M^  les  limites  supérieures,^par  «?„  m^,^  ...,  m^,  les  limites 
inférieures  de  la  fonction  dans  ces  intervalles  partiels,  M  sera  le  plus 
grand  des  nombres  M,,  M,,  ...,  Mj„  ni  sera  le  plus  petit  des  nombres 
m„  m„  ...,  m^,. 

L'oscillation  de  la  fonction  f{x)  dans  un  intervalle  («',  //)  contenu 
dans  l'intervalle  {a,  h),  est  au  plus  égale  à  l'oscillation  M  —  m  de 
cette  fonction  dans  l'intervalle  (a,  h). 

Si  une  fonction  f{x)  est  définie  dans  un  intervalle  (a,  h)  sans  y  être 
finie,  c'est  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  A,  il  y  a,  dans 
l'intervalle  («,  &),  au  moins  une  valeur  x  telle  que  la  valeur  absolue 
de  f{x)  soit  supérieure  à  A;  on  peut  aussi  dire  qu'il  y  a  au  moins 
deux  valeurs  x,  x'  appartenant  à  cet  intervalle,  pour  lesquelles  on  a 

\f{x)-nx')\^A. 

Enfin  on  voit  encore  que,  si  l'on  divise  l'intervalle  (a,  h)  en  un 
nombre  quelconque  d'intervalles  partiels,  il  y  aura  au  moins  un  de 
ces  intervalles  dans  lequel  la  fonction  ne  sera  pas  finie. 

75.  On  dit  qu'une  fonction  f{x)  est  continue  dans  l'intervalle  («,  h) 
si  à  chaque  nombre  positif  s  correspond  un  autre  nombre  positif  r, 
tel  que  la  différence  des  valeurs  que  prend  la  fonction  pour  deux 
valeurs  quelconques  de  x,  appartenant  à  l'intervalle  et  ayant  entre 
elles  une  différence  moindre  que  -q,  soit,  en  valeur  absolue,  moindre 
que  e;  en  d'autres  termes,  sous  la  condition  que  j;  et  oî'  appartiennent 
à  l'intervalle  et  que  l'on  ait 

\  X  —  x'  \  -<■(], 

on  doit  avoir,  si  la  fonction  f\x)  est  continue, 

1  ro^) -/■(*')  i<^- 

Une  fonction  continue  dans  l'intervalle  {a,  h)  est  nécessairement 
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finie  dans  cet  intervalle  :  si,  en  eflet,  après  avoir  choisi  arbitrairement  e 
et  déterminé  •/)  en  conséquence,  on  divise  l'intervalle  {a,  h)  en  un 
nombre  n  d'intervalles  dont  chacun  soit  moindre  que  v;,  la  fonction 
f{x)  sera  moindre,  en  valeur  absolue,  que  |  f{a)  \  -+-  e  dans  le  premier 
intervalle,  que  ]  f{a)  j  +  2c  dans  le  second,  ...,  que  ]  f{a)  j  +  ne 
dans  le  dernier. 

Si  f{x)  est  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  {a,  h),  on  pourra, 
quel  que  soit  le  nombre  positif  e,  diviser  l'intervalle  (a,  h)  en  un 
nomljre  fini  d'intervalles  partiels  tels  que,  dans  chacun  d'eux, 
l'oscillation  de  la  fonction  soit  moindre  que  e. 

Réciproquement,  s'il  en  est  ainsi,  la  fonction  est  continue  :  car  si 
l'on  désii^ne  par  -q  un  nombre  plus  petit  que  l'étendue  du  plus  petit 
des  intervalles,  ^eux  valeurs  x,  x'  appartenant  à  l'intervalle  (a,  h) 
et  ayant  entre  elles  un€  différence  moindre  que  •/;  appartiendront  au 
même  intervalle  partiel,  ou  à  deux  intervalles  partiels  contigus,  ayant 
pour  limite  commune  un  certain  nombre  ce";  dans  le  premier  cas, 
on  aura 

\f{x)-nx')\-<t; 
dans  le  second, 

I  noo)  -  f(x')  =  1  fix)  -fix")  +  nx")  -nx')  \  <  2s. 

Le  lecteur  démontrera  sans  peine  les  propositions  suivantes  : 

Si  deux  fonctions  f{x),  çp(x)  sont  continues  dans  l'intervalle  {a,  h), 

il  en  est  de  même  des  fonctions  f{x)  +  9(0;),  /"(x)  X  ?(^);  il  en  est 

f(x) 
de  même  aussi  de  la  fonction  -— -  >  si  la  limite  inférieure  des  valeurs- 

o{x) 

absolues  de  la  fonction  9(0?)  dans  l'intervalle  («,  h)  est  un  nombre 
positif. 

Une  fonction  entière  est  continue  dans  tout  intervalle. 

76.  Si  une  fonction  f{x)  est  définie  dans  l'intervalle  {a,  h),  on  dira 
qu'elle  est  continue  pour  une  valeur  x  appartenant  à  l'intervalle  (a,  h) 
si  à  chaque  nombre  positif  e  correspond  un  nombre  positif  •/]  tel  que, 
sous  la  condition  que  x'  appartienne  à  l'intervalle  et  diflere  de  x 
d'une  quantité  moindre  que  r,,  on  ait 

\nx)-f{x')\'^t. 
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Si  X  est  différent  de  a  et  de  b,  on  peut  dire  encore  qu'à  chaque 
nombre  positif  e  doit  correspondre,  si  la  fonction  est  continue  pour 
la  valeur  x,  un  nombre  positif  •/;  tel  que  l'on  ait 

|^(a;  +  0-o)-f(:^)|<:e, 

pour  toutes  les  valeurs  de  G  comprises  entre  —  1  et  +  1  ;  si  œ  =  a, 
cette  condition  doit  être  vérifiée  pour  les  valeurs  de  0  comprises  entre 
zéro  et  un  ;  si  x  =:  h,  pour  les  valeurs  de  0  comprises  entre  —  1 
et  zéro. 

On  peut  dire  enfin  que  si  la  fonction  est  continue  pour  la  valeur  a?, 
on  peut  à  chaque  nombre  positif  e  faire  correspondre  un  nombre  r^ 
tel  que  dans  tout  intervalle  (a',  &'),  d'étendue  moindre  que  ■/],  contenu 
dans  l'intervalle  («,  h)  et  auquel  appartienne  le  nombre  a-,  l'oscillation 
soit  moindre  que  e. 

En  effet,  si  e'  est  un  nombre  positif  moindre  que  ^  -,  on  peut  faire 

correspondre  à  ce  nombre  un  nombre  •<]  tel  que  l'on  ait 

in.^)-/-(^')l<^', 

pourvu  que  x'  appartienne  à  l'intervalle  (a,  V)  et  diffère  de  x  d'une 
quantité  moindre  que  r^  ;  or  si  l'on  a 


et  si  l'on  désigne  par  a?,,  x^  deux  nombres  quelconques  appartenant 
à  l'intervalle  («',  6'),  on  aura 

l/'(^)-/'(^.)l<£', 

ir(^)-r(^.)i  <£', 

et  par  conséquent 

l/"(-^,)-/"(^.)l<2e'; 

l'oscillation  de  la  fonction  dans  l'intervalle  (a',  6')  est  donc  au  plus 
égale  à  2  £'  et  par  conséquent  inférieure  à  e. 

77.  Il  est  clair  que  si  une  fonction  est  continue  dans  un  inter- 
valle (a,  6),  elle  est  continue,  au  sens  qui  vient  d'être  précisé,  pour 
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chaque  valeur  de  x  qui  appartient  à  cet  intervalle  ;  mais  la  réciproque 
de  cette  proposition  n'est  pas  évidente  (i). 

En  effet,  si  on  conserve  les  notations  du  paragraphe  précédent,  on 
voit  que,  si  la  fonction  /"(x),  définie  dans  l'intervalle  («,  b),  est 
continue  pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  cet  intervalle,  et  si 
l'on  se  donne  le  nombre  positif  s,  on  pourra  faire  correspondre  à 
chaque  valeur  de  x  un  nombre  positif  y;  tel,  par  exemple,  que 
l'oscillation  de  la  fonction  soit  moindre  que  s  dans  tout  intervalle 
contenu  dans  (a,  h)  d'étendue  plus  petite  que  •/;  et  auquel  appartienne 
la  valeur  ce;  mais  il  n'est  pas  évident  que  toutes  ces  valeurs  de  y;, 
correspondantes  aux  diverses  valeurs  de  x  qui  vont  de  a  jusqu'à  6, 
soient  supérieures  à  un  certain  nombre  positif  r/,  en  sorte  qu'on 
puisse  affirmer  que,  dans  tout  intervalle  moindre  que  r/  et  contenu 
dans  (a,  6),  l'oscillation  de  la  fonction  soit  moindre  que  s.  On  sait 
seulement  que  tous  ces  nombres  ^^^  sont  supérieurs  à  zéro.  On  ne 
peut  pas  non  plus  affirmer  que  la  fonction  f{x)  soit  finie  dans 
l'intervalle  (a,  &)  au  sens  du  paragraphe  74. 

On  lève  cette  double  difficulté  par  la  réduction  à  l'absurde,  comme 
il  suit. 

Tout  d'abord,  pour  ne  pas  être  obligé  de  faire  deux  démonstrations 
presque  identiques,  je  conviendrai,  bien  que  les  définitions  qui 
précèdent  n'autorisent  à  parler  de  l'oscillation  d'une  fonction  que  si 
elle  est  finie,  de  dire  d'une  fonction  f{x)  qui  est  définie  dans  un 
intervalle  sans  y  être  finie,  que  son  oscillation  y  est  supérieure  à  tel 
nombre  positif  A  que  l'on  voudra,  en  entendant  simplement  par  là 
qu'il  y  a,  dans  cet  intervalle,  au  moins  deux  nombres  :c,  x'  pour 
lesquels  on  a 

Ceci  posé,  soit  /"(x)  une  fonction  définie  dans  l'intervalle  (o,  h)  : 
supposons  qu'il  existe  un  nombre  positif  t  tel  que,  de  quelque  façon 
que  l'on  décompose  l'intervalle  (a,  h)  en  intervalles  partiels,  l'oscilla- 
tion de  la  fonction,  dans  l'un  au  moins  de  ces  intervalles,  soit 
supérieure  ou  égale  à  s;  je  vais  montrer  que  cette  supposition  entraine 


(')  Heine,  Die  Elemente  det-  Functionenlehre  {Journal  de  d'elle,  t.  LXXIV,  p.  I72i. 
On  pourrait  peut-être  éviter  daas  renseignement  élémontaire,  cesdistiDCtions  un  peu 
subtiles,  en  se  bornant  à  considérer  la  continuité  dans  un  intervalle. 
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la  discontinuité  de  la  fonction  pour  une  valeur  de  x  appartenant  à 
l'intervalle  («,  h).  Si  donc  la  fonction  f{x)  est  continue  pour  chacune 
de  ces  valeurs,  le  nombre  e  n'existera  pas,  en  sorte  que,  si  l'on  se 
donne  arbitrairement  un  nombre  positifs',"  il  y  aura  assurément  un 
mode  de  décomposition  de  l'intervalle  (a,  b)  en  intervalles  partiels 
tels  que,  dans  chacun  d'eux,  l'oscillation  de  la  fonction  soit  inférieure 
à  s',  et  que,  par  conséquent,  la  continuité  do  la  fonction  f{x)  dans 
l'intervalle  (a,  6),  au  sens  du  paragraphe  75,  sera  mise  hors  de  doute. 
Divisons  l'intervalle  (a,  6)  en  10, 100,  ..,,  10"  parties  égales.  Consi- 
dérons en  général  les  intervalles  partiels  obtenus  en  divisant  (a,  6) 
en  10"  parties  et  supposons-les  rangés  dans  l'ordre  suivant  : 

(h  —  a\        /  h  —  a  ^  h  —  ft\ 


(■ 


h  — 

a 

1  a 

w 

n!^ 

— 

a 

—  1 

(10"-i)-hF-''' 


Dans  l'un  de  ces  intervalles  au  moins,  l'oscillation  de  la  fonction 
est  au  moins  égale  à  e;  soit  (a„,  &„)  le  premier  de  ces  intervalles  pour 
lesquels  cela  a  lieu  ;  on  aura 

a  <  «,  <  a,  ^  ...  <  «„  ^  «„4-i  —  ■••  ^  &. 


Ya\  effet,  dans  les  intervalles  qui  précèdent  (a„,  6„),  l'oscillation  de  la 
fonction  est  moindre  que  e;  il  en  est  de  même  dans  les  intervalles 
obtenus  en  les  divisant  en  dix  parties  égales,  c'est  à  dire  dans  tous 
les  intervalles  partiels  obtenus  en  décomposant  (a,  b)  en  10"+'  parties 
égales  qui  précèdent  l'intervalle 


("..    -.  +  \^)- 


On  a  donc  a„  ^  cLh+i,  etc. 

Dès  lors,  si  l'on  suppose  que  l'opération  soit  continuée  indéfiniment, 
on  voit  que  les  deux  suites  infinies 


(l) 


a„ 


^   a,       «.,       a,,  . 


ont  une  même  limite  x'  ;  en  effet,  d'une  part,  les  termes  de  la  première 
suite  ne  vont  jamais  en  décroissant  quand  on  s'avance  dans  cette 
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suite,  et  restent  tous  inférieurs  à  b  ;  de  l'autre,  la  difFérence  b„  —  «„ 

z=z  tend  vers  la  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment. 

L'oscillation  de  la  fonction  dans  tout  intervalle  (a„,  h„)  limité  par 
deux  termes  correspondants  des  deux  suites  est  au  moins  égale  à  e; 
il  en  résulte  que  la  fonction  f{x)  est  discontinue  pour  la  valeur  x' , 
puisque  les  nombres  a„,  6„  qui  appartiennent,  ainsi  que  ce',  à  l'inter- 
valle (a,  6),  peuvent  être  supposés  aussi  voisins  qu'on  le  veut  de  x' . 

78.  Si  une  fonction  /"(jç),  définie  dans  l'intervalle  («,  h),  est  continue 
pour  la  valeur  x  appartenant  à  cet  intervalle  et  si  l'on  considère  en 
outre  la  suite  infinie  de  valeurs 

(ij  x^,  X.2,  ...,  a?,„  ..., 

appartenant  aussi  à  l'intervalle  et  ayant  pour  limite  œ,  la  suite  infinie 

(2)  rc^.),    r(.i-j, ...,    f(a^„), ... 

aura  pour  limite  f{x)  ;  il  suffit  pour  s'en  convaincre  de  rapprocher  les 
définitions  des  mots  contimiité  et  limite. 

Piéciproquement  si,  quelle  que  soit  la  suite  (1)  ayant  pour  limite  oC, 
la  suite  (2)  a  pour  limite  f{x),  la  fonction  considérée  est  continue 
pour  la  valeur  x. 

En  effet,  nier  la  continuité  pour  cette  valeur,  c'est  affirmer  l'exis- 
tence d'un  nombre  positif  £  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  quelque 
petit  que  soit  le  nombre  positif-/;,  il  y  a  un  nombre  x'  dont  la  diffé- 
rence avec  x  est  moindre  que  r,  et  tel  que  l'on  ait 

Dès  lors  si  l'on  considère  la  suite  de  nombres  positifs 

'')n  '1-25   ■■•■>  "'/n»  ••• 

ayant  pour  limite  zéro  et  que  l'on  forme  la  suite  correspondante  de 
nombres 

{o)  a?j,  aîj,  ...,  x„,  ... 

de  façon  que  l'on  ait  toujours 

l/(.^;,)-r(^)l>s. 
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il  est  clair  que  la  suite  (3)  aura  pour  limite  x  et  que  la  suite 

t{x\),    f{x,),...,    f{x:),... 

n'aura  pas  pour  limite  f{x). 

79.  Il  convient  de  signaler  ici  une  nouvelle  acception  du  mot  limite. 

Considérons  d'abord  une  fonction  /"(a?)  définie  dans  l'intervalle  (a,  h) 
et  soit  x'  une  valeur  appartenant  à  cet  intervalle  :  on  dira  que,  x 
tendant  vers  x' ,  f{x)  a  pour  limite  un  nombre  X'  si  à  chaque  nombre 
positif  £  correspond  un  nombre  positif  -q  tel  que  l'on  ait 

\f{x)-^'    |<£ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a,  h)  et  pour 
lesquelles  on  a 

\  X  —  x'   \  -<.  -q. 

S'il  en  est  ainsi,  la  valeur  absolue  de  f{x')  —  X'  devra  être  moindre 
que  tout  nombre  positif  e,  puisque  \  x'  —  ic'  |  =::  0  est  plus  petit  que 
tout  nombre  positif*^.  C'est  dire  qu'on  aura  nécessairement 

f{x')  =  X' 

et  que  la  fonction  f{x)  est  continue  pour  x  :=^  x' .  Mais,  au  lieu  de 
considérer  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  &), 
on  peut  en  exclure  quelques-unes  et  même  une  infinité  ;  si  par  exemple 
on  exclut  la  valeur  ce',  on  dira  que  x  tendant  vers  x'  par  des  valeurs 
différentes  de  a;',  f{x)  a  pour  limite  un  nombre  X',  si  à  chaque 
nombre  e  correspond  un  nombre  positif  q  tel  que  l'on  ait 

lf(^)-X'|<s 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  («,  ?>),  autres 
que  x'  et  pour  lesquelles  on  a 


dans  ce  cas  il  n'est  pas  nécessaire  que  le  nombre  /'(•«')  soit  égal  à  X'. 
On  pourrait  encore  exclure  une  infinité  de  valeurs 

07,,  a7j,  ...,  a*,,,  ... 
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ayant  x'  pour  limite;  il  n'y  aura  rien  à  changer  à  la  définition,  si  ce 
n'est  que  les  valeurs  de  x  qui  devront  satisfaire  à  l'inégalité 

\f{x)-\'  |<s 

seront  les  valeurs  de  x,  autres  que  x„  x^,  ••.,  a^„,  •••et  pour  lesquelles 
on  a 

\  X  —  x'  !<:•/;. 

On  peut  se  placer  à  un  point  de  vue  à  peine  différent  et  ne  consi- 
dérer que  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  un  ensemble  (E)  qui 
toutefois  doit  contenir,  quelque  petit  que  soit  a,  une  infinité  de 
nombres  compris  entre  x'  —  a  et  a;'  +  a,  qui,  en  d'autres  termes, 
doit  admettre  la  valeur  x'  comme  valeur  limite  (§  37).  Si  la  fonc- 
tion f(x)  est  définie,  au  moins  pour  les  valeurs  appartenant  à  cet 
ensemble  (E),  on  dira  que,  x  tendant  vers  la  valeur  x'  par  des  valeurs 
appartenant  à  l'ensemble  (E),  f{x)  a  pour  limite  X',  si  à  chaque 
nombre  positif  ;  correspond  un  nombre  positif  r,  tel  que  l'on  ait 

\f{x)-X'\^t 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'ensemble  (E)  et 
pour  lesquelles  on  a 

\  X  —  x'  !<:•/;. 

L'ensemble  (E)  peut  être,  par  exemple,  composé  des  valeurs  ration- 
nelles appartenant  à  un  intervalle  (a,  &),  qui  comprend  le  nombre  x', 
ou  des  noinljres  plus  petits  que  x' ,  ou  des  nombres  plus  grands 
que  x\  etc. 

De  même,  si  l'on  considère  un  ensemble  (E)  contenant  des  nombres 
plus  grands  que  A,  quel  que  soit  A,  comme  est,  par  exemple,  l'en- 
semble de  tous  les  nombres  plus  grands  qu'un  nombre  donné,  ou 
de  tous  les  nombres  entiers  positifs,  ou  de  tous  les  nombres  ration- 
nels, etc.,  et  si  la  fonction  f{x)  est  définie,  au  moins  pour  chaque 
valeur  de  x  qui  appartient  à  (E),  on  dira  que,  x  grandissant  indéfini- 
ment par  des  valeurs  positives  appartenant  à  l'ensemble  (E),  f{x)  tend 
vers  une  limite  X  si  à  chaque  nombre  positif  e  correspond  un  nombre 
positif  m  tel  que  l'on  ait 

ir(,r)-X|<3 
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pour  tous  les  nombres  x  appartenant  à  l'ensemble  (E)  et  plus  grands 
que  m.  C'est  à  ce  dernier  point  de  vue  qu'on  s'était  placé  jusqu'ici, 
eu  parlant  de  suites Jnfinies 

«„  w„  ...,  t(.„,  ... 

qui  admettent  une  limite  U;  le  terme  général  w„  de  cette  suite  peut 
être  regardé  comme  une  fonction  de  sqn  indice  n,  fonction  qui  n'est 
définie  que  pour  les  valeurs  eritières  et  positives  ;  au  lieu  de  dire  que 
la  suite  infinie  a  une  limite  U,  on  peut  dire  que  if,,  a  pour  limite  U 
quand  n  grandit  indéfiniment  par  des  valeurs  entières  et  positives, 
c'est  la  convention  déjà  énoncée  au  paragraphe  40. 

En  se  reportant  à  la  définition  des  suites  convergentes,  on  est  amené 
naturellement  à  la  généralisation  que  voici  : 

Considérons  comme  tout  à  l'heure  une  fonction  f{x)  définie  pour 
les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  un  ensemble  (E)  admettant  la 
valeur  x^  comme  valeur  limite  (§  37).  Si  à  chaque  nombre  positifs' 
correspond  un  nombi'e  positif-/)'  tel  que  l'on  ait 

(1)  lfG'^.)-f(^.)l<B' 

pour  toutes  les  valeurs  .r^,  x^  appartenant  à  l'ensemble  (E)  qui,  mises 
à  la  place  de  ^  dans  l'inégalité 

(2)  I  ^_a;'  |<;-^', 

satisfont  à  cette  inégalité,  la  fonction  f{x)  tendra  vers  une  limite 
quand  x  tendra  vers  la  valeur  x'  par  des  valeurs  appartenant  à 
l'ensemble  (E)  : 

Si,  en  effet,  on  considère  une  suite  infinie  de  valeurs  de  x  appar- 
tenant à  l'ensemble  (E), 


et  ayant  pour  limite  x\  les  termes  de  cette  suite,  à  partir  d'un  certain 
rang,  mis  à  la  place  de  ^  dans  l'inégalité  (2),  finiront  par  vérifier  cette 
inégalité;  on  en  conclut  ([ue  la  suite 

est  convergente;  soit  X'  sa  limite.  Ceci  posé,  après  s'être  donné  le 
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nombre  positif  s,  que  l'on  prenne  e'  =  -  et  qu'on  lui  fasse  corres- 
pondre le  nombre  ■•^'  comme  il  a  été  expliqué  plus  liaut;  si  l'on 
désigne  par  x^  et  x  deux  nombres  qui  appartiennent  à  l'ensemble  (E), 
qui,  mis  à  la  place  de  ç,  vérifient  l'inégalité  (2),  dont  le  premier  enfin 
appartienne  à  la  suite  a;,,  x.^,  ...  et  vérifie  l'inégalité 

|f(a;,„)-X'  i<s', 
on  aura 

1  f  (a;)  -  X'  1  =  I  t{x)  -f{x:)  -h  /■(«?„)  -  X'  I  <  £. 

La  proposition  est  donc  démontrée.  Le  lecteur  énoncera  et  démon- 
trera sans  peine  une  proposition  analogue  qui  permettra  de  reconnaître 
si  une  fonction  tend  vers  une  limite  quand  x  croît  indéfiniment  par 
des  valeurs  appartenant  à  un  ensemble  (E). 

Les  théorèmes  énoncés  au  paragraphe  36  s'étendent  sans  peine  à 
ces  nouvelles  acceptions  du  mot  limite;  si  u,  v,  vl\  ...  sont  des 
fonctions  d'une  variable  x  qui,  lorsque  x  tend  vers  ce',  ou  bien 
augmente  indéfiniment,  ont  pour  limites  les  nombres  U,  V,  W,  ..., 
la  fonction  de  ac  9  (m,  v,  le,  ...),  où  0  désigne  un  polynôme  entier 
en  tt,  V,  w,  ...,  aura  pour  limite,  dans  les  mêmes  conditions,  le 
nombre  9  (U,  V,  AV,  ...);  si  'b  (î(,  r,  iv,  ...)  désigne  un  second 
polynôme  en  u,  v,  vj,  ...  qui  ne  s'annule  pas  pour  les  valeurs  consi- 
dérées de  .T,  qui  n'est  pas  nul  non  plus  pour  ii  =  \],v  =  Y,  iv  =  W, 

,    ^       .      o  (n,  V,  «s  ...)                    ,.    .^    0  (U,  V,  W,  ...) 
...,  la  fonction  '-^ {  aura  pour  hmite  ;  )  {■ 

'  <h  {u,  V,  IV,  ...)  <h  (U,  V,  W,  ...) 

On  précisera  d'une  façon  analogue  cette  expression  :  lorsque  x  tend 
vers  x' ,  f{x)  augmente  indéfiniment  :  on  entendra  par  là  qu'à 
chaque  nombre  positif  A,  si  grand  qu'il  soit,  correspond  un  nombre 
positif  e  tel  que  l'on  ait 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  (appartenant  à  l'ensemble  que  l'on 
considère)  pour  lesquelles  on  a 

\  X  —  x'  I  <  t. 

Le  nombre  x',  en  particulier,  no  pont  être  l'une  des  valeurs  que  l'on 
considère. 
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On  dira  ainsi  que  la  valenr  absolue  de  -  augmente  indéfiniment 

quand  x  tend  vers  zéro,  que  -  grandit  indéfiniment  quand  x  tend 

vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  etc.  ;  c'est  dans  le  même  sens 

1 

qu'on  dit  que  -  devient  infini  par  des  valeurs  positives  ou  négatives 

quand  x  tend  vers  zéro  pour  des  valeurs  positives  ou  négatives,  etc. 

De  même,  dire  que  f{x)  grandit  indéfiniment  avec  x,  ou  est 
infiniment  grand  avec  x,  c'est  dire  qu'à  chaque  nombre  positif  A 
correspond  un  nombre  positif  B  tel  que  l'inégalité 

entraîne  l'inégalité 

f{x)^X. 

Les  expressions  grandies  indéfiniment  par  des  valeurs  positives  ou 
par  des  valeurs  négatives  n'offrent  aucune  difficulté. 

80.  Une  fonction  /'(>^')'  définie  dans  l'intervalle  (a,  b),  est  dite 
croissante  si  la  différence  f{x)  —  f{x')  n'est  jamais  nulle  et  est  du 
même  signe  que  la  difterence  x  —  x'  quelles  que  soient  les  valeurs 
distinctes  ce,  x'  appartenant  à  l'intervalle  («,  h).  Si  la  différence  f(x) 
—  f{x')  est  toujours  différente  de  zéro  et  de  signe  contraire  àx  —  x' , 
la  fonction  est  décroissante. 

Si  la  fonction  f(x)  est  croissante  dans  l'intervalle  (a,  b),  sa  limite 
inférieure  est  f{a),  sa  limite  supérieure  est  f{b),  son  oscillation  est 
f(lj)  —  f{a)  :  Si  l'on  considère  une  suite  infinie 

de  nombres  croissants,  appartenant  à  l'intervalle,  ayant  x  pour  limite, 
la  suite  infinie  de  nombres  croissants 

qui  ne  peuvent  dépasser  f{h)  a  une  limite;  cette  limite,  si  la  fonction 
n'est  pas  continue  pour  la  valeur  ,r,  peut  être  dilïérenle  de  f{x). 

81.  L'importante  notion  de  la  continuité  permet  de  compléter  on 
Tannery.  —  Théorie.  8 
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quelque  sorte  la  dénnition  d'une  fonction  qui  n'est  pas  définie  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable. 
Soit,  par  exemple, 

X-  —  1 


f  (^)  = 


1 

la  valeur  du  second  membre  est  définie  pour  toute  valeur  de  x  autre 
que  un;  elle  est  d'ailleurs  égale  à  celle  de  la  fonction  x  +  i,  continue 

dans  tout  intervalle;  si  l'on  veut  que  l'expression représente 

aussi  une  fonction  continue  de  x,  quel  que  soit  x,  il  faut  lui  attribuer 
la  valeur  2  pour  x  =z  4. 

L'expression  «'',  où  a  est  un  nombre  positif,  va  nous  fournir  un 
exemple  beaucoup  plus  important. 

On  a  rappelé  plus  haut  la  définition  de  a-'  pour  les  valeurs  ration- 
nelles de  x;  on  étend  sans  peine  à  cette  fonction  ainsi  définie,  pour 
l'ensemble  des  valeurs  rationnelles,  la  propriété  fondamentale  qu'ex- 
prime l'équation 

(1)  a^  X  «^  =  «^"^^ 

où  ic  et  î/  sont  des  nombres  rationnels  quelconques,  propriété  qui 
résulte  immédiatement  de  la  définition  quand  x  et  y  sont  des  nombres 
entiers  positifs. 

Pour  définir  ensuite  a^,  quand  x  est  irrationnel,  on  suit  la  même 
marche  que  lorsqu'on  a  voulu  définir  la  somme  ou  le  produit  de  deux 
nombres  irrationnels  :  on  considère  une  suite  infinie  de  nombres 
rationnels 

Xi,  x^y  ...,  â?„,  ... 

ayant  le  nombre  x  pour  limite  et  on  montre  que  la  suite 


a 'une  limite  qui  est  toujours  la  même,  quelle  que  soit  la  suite  infinie 
de  nombres  rationnels  qui  sert  à  définir  le  nombre  x  :  c'est  cette 
limite  qui  est,  par  définition,   la  valeur  de  a'';  cette  définition  est 
d'ailleurs  nécessaire,  si  l'on  veut  que  la  fonction  a'^  soit  continue. 
Avant  de  faire  cette  démonstration,  il  convient  d'établir  quelques 
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propriétés  de  la  luuction  a',  qui  peuvent  se  résumer  comme  il  suit. 
A  ne  considérer  ({ue  les  valeurs  rationnelles  de  la  varia])le  x,  la 
fonction  a-^,  où  a  est  un  nombre  positif,  est  continue  et  croissante 
dans  tout  intervalle  si  a  est  plus  grand  que  un,  continue  et  décrois- 
sante si  a  est  plus  petit  que  un. 

Je  supposerai  dans  ce  qui  suit  «  >- 1 . 

Je  remarque  tout  d'abord  que  les  puissances  entières  et  positives 
d'un  nombre  sont  plus  grande?  ou  plus  petites  que  un,  suivant  que 
ce  nombre  est  lui-même  plus  grand  ou  plus  petit  que  un;  il  en  est  de 
même  par  conséquent  des  racines  d'un  nombre.  Donc  si  j9  et  g  dési- 
gnent des  nombres  entiers  positifs,  on  aura 

««  =  Va^'^  1. 

Si  donc  X  est  un  nombre  rationnel  positif,  «^  est  plus  grand  que  un. 

L'égalité  fondamentale  (i)  montre  ensuite  que  a'  "^■",  où  x  et  y  sont 
des  nombres  rationnels,  est  plus  grand  que  a^,  si  y  est  positif  :  car 
alors  le  facteur  a"  est  plus  grand  que  un,  cela  revient  à  dire  que  la 
fonction  a""  croît  avec  a;,  cette  variable  étant  toujours  supposée 
rationnelle. 

Quant  à  la  continuité,  bornons-nous  à  considérer  les  valeurs  de  la 
variable  qui  sont,  en  valeur  absolue,  plus  petites  qu'un  nombre  positif 
rationnel  r,  arbitrairement  fixé  à  l'avance;  si  x'  et  x"  sont  deux 
nombres  rationnels  plus  petits  que  r,  on  aura 

I  cf"  —  ce-   I  =  a'-'  I  a^"-^'  —  1  I  <  a'-  1  a^'"-^'  —  1  ]. 

Pour  prouver  que,  e  étant  un  nombre  positif  quelconque,  on  peut 
lui  faire  correspondre  un  nombre  positif  y;  tel  que,  pour  toutes  les 
valeurs  rationnelles  de  x'  et  x"  qui  satisfont  à  l'inégalité 

1  a?'  —  x"  \  <.  -q, 

a''  1  «'"""'  —  1  I  et  par  conséquent  ]  a^"  —  cv"'  \  soit  plus  petit  quee, 
il  suffit  de  démontrer  que  a^  —  la  pour  limite  zéro  quand  x  tend 
vers  zéro  par  des  valeurs  rationnelles. 

Soit  m   un   nombre  entier  positif  égal  ou .  inférieur   à  la  valeur 
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1 

al)soliie  de  —  ?  on  aura,  si  x  est  positif, 
X 

0  <«'  _  1  ^fC"—  1, 
et,  si  a?  =  —  ;  est  négatif, 


?      «  '  —  1  ï  1 

0  <;  1  —  a    "= : —  <;  o  '  —  1  <  r^  '"  —  1 


tout  revient  donc  à  prouver  que  y  a  —  la  pour  limite  zéro  quand  m 
augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives  entières.  Or,  puis- 
que va  est  un  nombre  plus  grand  que  un,  soit,  en  désignant  par  a 
un  nombre  positif, 

y^a  r=  1  +  «; 
on  aura 

rt  =  (1  +  «)'"  >-  1  +  m  a  ; 

en  d'autres  termes 

>",-               a  —  1 
Va  —  1  < , 

le  second  membre  a  manifestement  zéro  pour  limite  quand  m  augmente 
indéfiniment. 

En  résumé,   si  l'on  se  donne  le  nombre  positif  z,  il  suffira  de 

1                .  •        .  ,           ■         •        !«'"(«  —  1) 
prendre  m  supérieur  a  la  partie  entière  de  — ^ pour  que  1  on  ait 

1  a^"  —  a""'  1  <;  s, 

pour  toutes  les  valeurs  rationnelles  de  x'  et  x'  moindres  que  r  en 

valeur  absolue  et  dont  la  difï'érence  est,  en  valeur  absolue,  moindre 

1 
que  —  • 

m 

Soit  maintenant  x  un  nombre  irrationnel  plus  petit  que  r  et  soit 

une  suite  infinie  de  nombres  rationnels,  plus  petits  que  r,  ayant  x 
pour  limite.  Si  l'on  se  donne  arbitrairement  le  nombre  positifs,  il 
existera  toujours  un  nombre  entier  positif  n  tel  que,   quel  que  soit 
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rentier  p  plus  grand  que  n,  on  ail. 

I  CV^n  —  a^p  I  -<;  £  ; 

cette  inégalité,  en  effet,  sera  vérifiée,  pourvu  que  l'on  ait,  en  conservant 
les  notations  précédentes, 

La  suite 

(2)  a-^',       a^^,  ...,       a^«,  ... 

est  donc  converj^ente.  La  limite  de  cette  suite  sera,  par  définition,  la 
valeur  de  a'.  Il  suffit,  pour  légitimer  cette  définition,  de  prouver  que 
si  l'on  considère  une  seconde  suite  de  nombres  rationnels 

Ui,     y,,  ■■-,     Un,  ••• 

ayant  aussi  x  pour  limite,  la  suite 

a-'',       a/',  ...,       a''",  ... 

a  la  même  limite  que  la  suite  ('2),  ou  encore  que  la  suite 

a""!  —  «■"•,       «"^2  —  a^i^  ...^       a^'n  —  a^n,  ... 

a  zéro  pour  limite  :  or  cela  résulte  de  ce  que  l'on  peut  supposer  n 
assez  grand  pour  que  l'on  ait,  pour  tous  les  nombres  entiers  p  ■>-  n, 

l  -^i)  —  i/p  1  <  -'       I  «"^'  —  «"^^  I  <  - 

On  peut  maintenant  étendre  à  la  fonction  a'%  entièrement  définie 
dans  l'intervalle  ( —  r,  +  >*),  les  propriétés  établies  seulement  pour 
les  valeurs  rationnelles  de  x.  D'abord,  si  x  est  un  nombre  positif, 
a"  est  un  nombre  plus  grand  que  un;  en  effet  tous  les  nombres  de  la 
suite  Xi,  x^,  ...,  x„,  ...,  qui  a  pour  limite  le  nombre  positif  .a?  finissent, 
après  un  certain  rang,  par  être  plus  grands  que  tel  nombre  rationnel 
positif  ^  -<■  X  que  l'on  voudra;  à  partir  du  même  rang  tous  les  termes 
de  la  suite  (2)  sont  donc  plus  grands  que  a?  >>  1  ;  la  limite  de  cette 
suite,  au  moins  égale  à  «5,  est  donc  plus  grande  que  un. 

L'égalité  fondamentale 

%■'  X  ""  =  a'+ 
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est  vraie  quels  que  soient  les  nombres  x  et  y  :  car  si  l'on  considère 
deux  suites  infinies  de  nombres  rationnels 

ayant  respectivement  x  et  y  pour  limite,  la  suite  infinie  de  nombres 
rationnels 

a?,  +  î/„      x,  +  y^,...,      x„-hyn,... 

aura  pour  limite  x  +  y  et  les  trois  suites 


«^', 

«'»,  ..., 

«S  •••, 

a^S 

«."%  ..., 

«S  ..., 

«X.+2/,       . 

a^^+'-^\  .. 

.,       a^u+v, 

auront  respectivement  pour  limites»^,  a",  rt''"+^  :  comme  on  a  d'ailleurs, 
quel  que  soit  n, 

on  a  nécessairement 

a""  X  «^  =  a''-^'-'; 

tout  ce  qui  a  été  démontré  concernant  la  croissance  et  la  continuité 
de  a^  pour  les  valeurs  rationnelles  de  x  s'appuyait  uniquement  sur 
cette  égalité  et  sur  ce  fait  que  a''  est  un  noml^re  plus  grand  que  un 
quand  x  est  positif;  les  conclusions,  établies  pour  les  nombres  ration- 
nels, sont  donc  valables  dans  tous  les  cas  et  la  fonction  a''  est  continue 
et  croissante  dans  tout  intervalle. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  d'observer  qu'on  aurait  pu  établir  cette 
dernière  proposition  sans  s'appuyer  sur  les  propriétés  particulières  de 
la  fonction  a^.  La  proposition  suivante  résulte  en  effet  immédiatement 
du  paragraplie  79  : 

Si  une  fonction  f{x)  est  définie  pour  l'ensemble  des  valeurs  ration- 
nelles appartenant  à  l'intervalle  {p,  q)  et  si  cette  fonction  est  continue 
pour  l'ensemble  do  ces  valeurs,  elle  tend  vers  une  limite  lorsque  x 
tend  par  des  valeurs  rationnelles  vers  une  valeur  x'  appartenant  à 
l'intervalle  (p,  (j).  Cette  limite,  si  x'  est  irrationnel,  peut  servir  à  la 
définition  de  l'expression  f{x').  La  fonction  f{x),  ainsi  définie  dans 
tout  l'intervalle  {p,  q),  est  continue.  —  Si  la  fonction  primitivement 
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donnée  pour  le.s  valeurs  rationnelles  de  la  variable  était  croissante  pour 
l'ensemble  de  ces  valeurs,  il  en  est  de  même  de  la  fonction  complétée. 

Enfin  on  aurait  pu  encore,  pour  définir  a^,  lorsque  x  est  irrationnel, 
se  placer  à  un  point  de  vue  un  peu  différent,  en  portant  d'abord 
l'attention  sur  ce  fait  que,  pour  des  valeurs  rationnelles  de  x,  a""  est 
une  fonction  croissante  :  considérons  l'ensemble  (E)  des  nombres  obtenus 
en  élevant  a  à  une  puissance  dont  l'exposant  est  un  nombre  rationnel 
moindre  que  x,  et  l'ensemble  (E')  des  nombres  obtenus  en  élevant  a 
à  une  puissance  dont  l'exposant  est  un  nombre  rationnel  plus  grand 
que  X.  Chacun  des  nombres  de  l'ensemble  (E)  est  plus  petit  que 
chacun  des  nombres  de  l'ensemble  (E');  l'ensemble  (E)  a  une  limite 
supérieure  (§  16)  plus  grande  que  chacun  de  ses  éléments,  plus  petite 
que  chacun  des  éléments  de  l'ensemble  (E');  de  même  l'ensemble  (E') 
a  une  limite  inférieure,  plus  petite  que  chacun  de  ses  éléments,  plus 
grande  que  chacun  des  éléments  de  l'ensemble  (E);  comme  il  y  a 
dans  les  ensembles  (E)  et  (E')  des  nombres  qui  diffèrent  entre  eux 
aussi  peu  qu'on  le  veut,  il  faut  que  les  deux  limites  soient  égales. 
Leur  valeur  commune  peut  servir  à  définir  a''.  Cette  définition  n'est 
pas  distincte  de  la  première,  comme  on  le  voit  en  prenant  pour  cette 
suite  x„  x.^,  ...,  Xn,  ...,  qui  a  pour  limite  le  nombre  x  et  dont  on  est 
parti  dans  la  première  définition,  une  suite  de  nombi'es  rationnels 
croissants.  Il  ne  serait  pas  difficile,  en  restant  au  même  point  de  vue, 
d'établir  les  propriétés  fondamentales  de  la  fonction  a-^. 

La  fonction  a''  grandit  indéfiniment  avec  x  (supposé  positif)  ;  il  suffit 
de  le  prouver  quand  x  croît  par  valeurs  entières  :  or,  cela  résulte 
immédiatement  de  l'inégalité 

(1  +  a)"'  >  1  -4-  IV  a, 

où  a  est  un  nombre  positif  et  m  un  nombre  entier  positif;  l'égalité 

1 

a~^  =  —montre  ensuite  que,  lorsque  x  augmente  indéfiniment  par 

des  valeurs  négatives,  a"^  a  pour  limite  zéro. 

1 

Enfin  si  «  =  —  est  un  nombre  plus  petit  que  un,  on  définira  a'' 

par  la  formule 

1 
«^  =  -—  ■ 
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82.  La  propriété  fondamentale 

(l)  ?  {oc)  X  ?  (?/)  =  ?  0?^  +  y) 

dont  jouit  la  fonction  a^  caractérise  cette  fonction  ;  toute  fonction  ç  (x), 
continue  pour  toute  valeur  de  x  et  qui  jouit  de  la  propriété  (1),  est 
de  la  forme  «'';  j'emprunte  la  démonstration  de  cette  proposition  à 
Cauchy  (i). 

En  remplaçant  d'abord  dans  l'égalité  (1)  x  et  y  par  —■>  on  trouve 


?( 


"=[•©]• 


ce  qui  montre  que  la  fonction  9  {x)  doit  être  positive  quel  que  soit  x. 
Puis  la  supposition  y  =  0  donne 

o(x)  X?(0)  =  9(.i-); 
on  a  donc 

(2)  9  (0)  =  1  ; 

si  l'on  ne  veut  pas  supposer  que  la  fonction  o  (x)  soit  constamment 
nulle. 

En  faisant  y  =  —  x  dans  (1),  on  trouve 

(3)  ^{X)   Xç(-,'K)r=cp(0)rr:l. 

L'égalité  fondamentale  (1)  conduit  immédiatement  à  la  suivante  : 

9  (.1;,)  X  o  {x,}  X  ...  X  9  {3C„)  =  .^{x,+x,+  ...  -i-  xX 
d'où,  en  supposant  toutes  les  quantités  x^,  x.^^,  ...,  j",,,  égales  à  x 

(4)  9(n,2.)  =  f9(.r)r; 

cette  égalité,  établie  pour  un  nombre  entier  ??,  s'étend  aux  nombres 
quelconques. 

Lille  s'étend  d'abord  aux  no)nl)r(\s  positifs  ;(  do  la  forme  -•>  où  p 
est  un  nombre  entier,  car  l'égalité  (4),  quand  on  y  remplace  n  par  p 

1}    Cours  d'analyse  de  l'École  royale iwlyteclmique,  p.  lOl). 
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et  X  par  -  ■»  devient 
P 

?(-)  =  ?(!)"' 

d'où 

(5)  .  {^  =  iy7^  =  \.(^- 

c'est  Ijien  la  détermination   arithmétique   qu'il    faut  prendre   pour 
Vo  (.a?),  puisque  ^  \     \  *^^oit  •^'ti'<^  positif:  l'égalité  (5)  n'est  autre  que 

1 

l'égalité  (4),  où  —  remplace  n. 

Si  maintenant  on  élève  à  la  puissance  ^,  q  étant  un  nombre  entier 
positif,  les  deux  membres  de  l'égalité  (5),  on  a 


['(:)]• 


=  [?  m^'  ; 

mais  en  vertu  de  l'égalité  (i)  on  a, 
par  suite  on  a 

Ainsi  l'égalité  (i)  est  étendue  à  tous  les  nomljres  rationnels  positifs; 
en  tenant  compte  de  (3),  elle  s'étend  immédiatement  à  tous  les  nombres 
rationnels  négatifs  :  elle  est  vraie  pour  n  =.  0,  en  vertu  de  ('2). 

Jusqu'ici,  on  ne  s'est  pas  servi  de  cette  supposition  que  la  fonc- 
tion 9  ipc)  est  continue. 

Cette  supposition  intervient  pour  étendre  aux  nombres  irrationnels 
l'égalité  (4). 

Soit  en  effet 

•«,,       n,,  ...,       )?,,..., 

une  suite  intinie  de  nombres  rationnels  ayant  pour  limite  le  nombre 
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irrationnel  n  ;  on  aura,  quel  que  soit  l'indice  r, 

lorsque  r  augmente  indéfiniment,  n^x  tend  vers  nx^  et  puisque  la 
fonction  ç  est  continue,  ç  (n,.a?)  a  pour  limite  9(71  a;);  de  même 
[5  (a7)]'V  a  pour  limite  [0  {x)\\  à  cause  de  la  continuité  de  la  fonc- 
tion ci';  les  limites  des  deux  membres  sont  égales  et  l'on  a  ainsi, 
quel  que  soit  le  nombre  ?t, 

ç  (na?)  =  [.  (.r)]«. 

Observons  en  passant  que  le  même  mode  de  raisonnement  appliqué 
à  la  fonction  a'',  montrerait  que  l'on  a,  quels  que  soient  les  nom- 
bres n  et  ic. 

Si  maintenant,  dans  l'égalité 

?  (na:)  ==  [9  (ù;)]", 
on  remplace  ,27  par  un  et  n  par  j',  il  vient 

9(^)  =  [?a)]^; 

en  désignant  par  a  la  constante  positive  9  (i),  on  aura  finalement 
9  (rr)  =  ft''. 

83.  Lorsque  ?n  est  entier  positif  ou  négatif,  la  fonction  a?'"  est 
entièi^e  ou  rationnelle.  Si  w  est  un  nombre  fractionnaire  ou  irra- 
tionnel, la  fonction  x"'^  est  définie  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  a;.  La  formule 

1 

x—^  =  — 

montre  qu'on  peut  se  borner  à  l'étude  du  cas  où  m  est  positif.  Alors 
la  fonction  x'"  est  nulle  pour  x  =  0,  comprise  entre  zéro  et  un 
quand  x  est  compris  entre  zéro  et  un,  plus  grande  que  un  pour  Jt'  :>  1. 
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L'équation 

(1)  {x  +  /i)"»  —  a;'»  =  .T™     n  +  ^j    —  1    ' 

où  h  désigne   un   nombre   positif,    montre   que   la   fonction  a?"'  est 
croissante,  puisque  l'on  a 

/ 


(-r--»- 


La  même  égalité  fliit  voir  que  pour  établir  la  continuité  de  la  fonction 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  inférieures  à  un  nombre 
arbitrairement  cboisi  A,  il  suffit  de  prouver  que  la  fonction  (1  +  rj'" 
a  pour  limite  l'unité  lorsque  •(]  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives  : 
or,  si  y;  est  un  nombre  positif  moindre  que  un,  on  aura,  en  désignant 
par  M  un  nombre  entier  positif  plus  grand  que  m^ 

1  <  (1  +  -o)'"  <  (1  +  T.r  <  1  +  M-0  (1  4-  r,)^-'  <  1  +  2^1-1  M-r;, 

inégalités  qui  mettent  en  évidence  la  proposition  énoncée;  si  l'on 
prend,  en  désignant  par  e  un  nombre  positif. 


l'égalité  (1)  montre  que  l'on  aura 

pour  tous  les  nombres  positifs  x' ,  x"  moindres  que  A  et  dont  la 
diflérence  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que  -f]. 

Si  7»  était  négatif,   la  fonction  a?'"  serait  continue  et  décroissante 
dans  tout  intervalle  limité  par  dos  nombres  positifs. 
La  fonction 

ç  {x)  =  a;'» 
jouit  de  la  propriété 

?  {-r)  X  o  (y)  =  9  {xy). 

On  pourra  montrer,  par  \m  procédé  analogue  à  celui  qui  a  été  employé 
au  paragraphe  précédent,  que  toute  fonction  positive  et  continue  pour 
les  valeurs  positives  de  x  qui  jouit  de  cette  propriété  est  de  la  forme  x"'. 
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84.  Revenant  maintenant  à  la  théorie  générale,  je  vais  démontrer, 
relativement  aux  fonctions  continues,  deux  théorèmes  fondamentaux. 

Le  premier  de  ces  théorèmes,  que  l'on  a  longtemps  admis  comme 
évident,  a  été  démontré  d'une  façon  rigoureuse  par  Cauchy  (^).  Voici 
en  quoi  il  consiste  : 

Si  f{x)  est  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  h)  et  si  les 
deux  nombres  /"(a),  f{h)  sont  de  signes  contraires,  il  existe  un 
nombre  a?,  appartenant  à  l'intervalle  (a,  h),  différent  de  a  et  de  6, 
pour  lequel  on  a 

f{x)  =  0. 

Supposons  en  effet  f{a)  <  0,  f{h)  >  0  ;  divisons  l'intervalle  (a,  h) 
en  dix  intervalles   égaux  (a,  «H ttt— )'    '■'  («  +  9  — j — -?  h\ 

et  substituons  dans  fi^x)  les  onze  nombres  a,  a  H — — ,  . . . ,  h  qui 

limitent  ces  intervalles  ;  si  l'un  des  résultats  de  la  substitution  est  nul, 
il  n'est  pas  nécessaire  d'aller  plus  loin  ;  si  aucun  de  ces  résultats  n'est 
nul,  désignons  par  h^  le  premier  nombre  qui  fournit  un  résultat 
positif,  par  a,  celui  qui  le  précède;  on  aura 

/•(«,)  <0,       /•(?>,)  >0,       b,-a,  =  ^-^. 

l'on  pourra  raisonner  sur  l'intervalle  («j,  b,)  comme  sur  l'inter- 
valle («,  6),  le  décomposer  encore  en  dix  intervalles  égaux  et  en 
déduire  ou  une  valeur  de  x  qui  annule  f{x),  ou  un  nouvel  intervalle 
(ttj,  &,)  pour  lequel  on  aura 

f  {<)  <  0,       /■  {^ù  <  0'       '-'s  ~  a,  =■  -^^  ■ 

En  continuant  toujours  de  la  môme  façon,  si  l'on  ne  rencontre 
jamais  de  nombre  qui  annule  f{x)^  on  formera  deux  suites  infinies 

a,       ttj,       flo,  ...,       «n,  ■■■, 
h,       h^,       h^,  ...,       ?v„,  ..., 

jouissant  des  propriétés  suivantes  :  les  noml)res  de  la  première  suite 
[*)2Cow-s  d'analyse  de  l'École  ,oyale polytecUnique,  p.  4GU. 


CHAP.  III.  —  PREMIERS    PRINCIPES    DE    LA   THÉORIE.  425 

ne  vont  jamais  en  diminuant,  ils  sont  tous  inférieurs  à  Z>  ;  les  nombres 
de  la  seconde  suite  ne  vont  jamais  en  augmentant,  ils  sont  tous 
supérieurs  à  a;  chacune  des  deux  suites  a  une  limite,  ces  limites 
sont  égales,  car  la  différence 

h  —  a 

''.-«.  =  TÔT- 

a  évidemment  zéro  pour   limite  quançl  n  augmente  indéfiniment  : 

soit  A  la  limite  commune  aux  deux  suites.  En  vertu  de  la  continuité 

de  la  fonction  f(x),  qui  n'a  pas  encore  été  invoquée,  les  deux  suites 

infinies 

f{a),       f{a,),...,       /•(«„),..., 

f{h),    f{b,),...,     f(/g, ..., 

ont  pour  limite  commune  /"(A)  ;  mais  tous  les  éléments  de  la  première 
suite  sont  négatifs,  donc  leur  limite  /"(A)  est  négative  ou  nulle;  tous 
les  éléments  de  la  seconde  suite  sont  positifs,  donc  leur  limite  /'(A) 
est  positive  ou  nulle;  donc,  enfin,  on  a 

r(A)-o. 

Voici  une  conséquence  immédiate  de  cette  proposition. 

Soit  f{x)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  («,  h)  et  N  un 
nombre  compris  entre  f{a)  et  f{h)  ;  il  y  a .  un  nombre  x  appartenant 
à  l'intervalle  (a,  h),  différent  de  a  et  de  b,  pour  lequel  on  a 

f{x)=:^. 

En  effet,  la  fonction  f  (x)  —  N  est  continue  et  les  deux  nombres 
f  (a)  —  N,  f{b)  —  N  sont  de  signes  contraires. 

On  exprime  cette  propriété  des  fonctions  continues  en  disant  qu'elles 
ne  peuvent  passer  d'une  valeur  à  une  autre  sans  passer  par  toutes  les 
valeurs  intermédiaires.  Il  importe  de  remarquer  que  cette  propriété 
ne  caractérise  pas  les  fonctions  continues  (^). 


(1)  M.  Darboux  a  signalé  toute  une  classe  de  Ibuctions  qui  ne  peuvent  pnsser  ti'unc 
valeur  à  une  autre  sans  passer  par  les  valeurs  intermédiaires.  {Mémoire  sur  Us  fonctions 
discontinnes.  —  Annales  scientifiq^ies  de  l'École  normale  aupdrieure ,  2"  série,  t.  IV,  p.  lO'.t.) 
11  sullira  de  lui  emprunter  l'exemiilo  suivant:  Soit /'{a;)  une  l'onetion  (|ui  soit  nulle 

poura;=:0  et  C'^ale  à  sin  -  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x.  Cette  fonction  est 
discontinue  pour  a;  ==0,  cependant  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  ne  jieut  passer  d'une  valeur 
à  une  autre  sans  passer  par  les  valeurs  intermédiaires. 
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85.  La  seconde  propriété  fondamentale  des  fondions  continues  est 
la  suivante  : 

Si  une  fonction  f{x)  est  continue  dans  un  intervalle  (a,  h)  et  si  M,  m 
désignent  respectivement  sa  limite  supérieure  et  sa  limite  inférieure, 
il  existe  deux  nombres  X,  x,  appartenant  à  cet  intervalle,  pour  les- 
quels on  a 

f{X)  =  M,      fijr)  =  m. 

On  exprime  plus  brièvement  cette  propriété  en  disant  qu'une  fonc- 
tion continue  atteint  sa  limite  supérieure  et  sa  limite  inférieure  (*). 
Je  me  bornerai  à  établir  le  tliéorème  pour  la  limite  supérieure. 
Divisons  encore  l'intervalle  (a,  b)  en  dix  intervalles  égaux 

Dans  l'un  de  ces  intervalles  au  moins,  la  limite  supérieure  de  la  fonc- 
tion /'  {x)  est  M  :  en  efl^t,  la  limite  supérieure  de  la  fonction  dans 
l'intervalle  total  est  la  plus  grande  des  limites  supérieures  dans  les 
intervalles  partiels;  soit  (a,,  b,)  le  premier  intervalle  dans  lequel  la 
limite  supérieure  soit  M;  en  le  divisant  encore  en  dix  intervalles 
égaux,  on  formera  un  nouvel  intervalle  (a.,,  fe»)  pour  lequel  la  limite 
supérieure  sera  M,  etc.;  en  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  for- 
mera deux  suites  infinies 

jouissant  des  propriétés  suivantes  :  les  nombres  de  la  première  suite 
ne  vont  jamais  en  décroissant,  ceux  de  la  seconde  suite  ne  vont  jamais 
en  croissant  ;  cbacune  des  suites  a  une  limite  et  les  deux  limites  sont 
égales  à  un  même  nombre  X,  puisque  l'on  a 

h  —  a 


10" 


(')  M.  Weierstrass  donne  depuis  longtemps  In  dcmon?ti-alion  de  cette  proposition 
dnn^  son  enssinnemenl.  Voyez  l;i  Noie  de  .M.  Darhonx  Sw  vn  théorème  relatif  a  la 
rontiiiuité  dus  fonctions  (Biilletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  l.  III, 
p.  ::0"),  où  ii  établit  la  proposition  aualoguj  dans  le  cas  de  deux  variables,  elle  Mémoire 
déjà  cité  du  môme  auteur  sur  les  fonctions  discontinues,  p.  63. 
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enfin,  dans  chaque  intervalle  limité  par  deux  termes  correspondants 
a„,  h„,  la  fonction  f{x)  admet  la  limite  supérieure  M. 
On  déduit  de  là  l'égalité 

f{X)  =  M. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait 

/■(X)  =:M'  <M 

et  que  X  ne  soit  ni  a  ni  b. 

Puisque  la  fonction  f  (x)  est  continue,  à  chaque  nombre  positif  e 
correspondra  un  nombre  positif  y;  tel  que  l'intervalle  (X  —  r„  X  +  r,) 
soit  contenu  dans  l'intervalle  (a,  h)  et  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  appartenant  à  l'intervalle  (X  —  -/;,  X  +  -q),  la  valeur  de  f  (x) 
soit  comprise  entre  M'  —  e  et  M'  +  e;  on  peut  supposer  ce  dernier 
nombre  plus  petit  que  M.  Mais,  d'un  autre  côté,  les  termes  de  la 
suite  (1)  finissent  après  un  certain  rang  par  tomber  entre  X  —  r^ 
et  X  -f-  Y];  si  l'on  a,  par  exemple, 

X  —  -^  ^  a„  <  &„  ^  X  +  -0, 

comme  la  fonction  f  (x)  doit  prendre,  pour  des  valeurs  de  x 
appartenant  à  l'intervalle  (a„,  h„)  et  par  conséquent  à  l'intervalle 
(X  —  •/;,  X  +  r,),  des  valeurs  plus  grandes  que  tout  nombre  M'  +  s 
inférieur  à  la  limite  supérieure  M  de  la  fonction  dans  l'intervalle 
(a„,  b„),  la  contradiction  est  manifeste.  Si  l'on  avait  X  =  h,  on 
considérerait  un  intervalle  {b  —  •/],  b)  tel  que  l'on  eût,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  appartenant  à  cet  intervalle, 

\fih)-f{x)\^e. 

Si  l'on  avait  X  =  a,  il  faudrait  que  l'on  eût 

et  l'on  considérerait  un  intervalle  (a,  a  +  r,)  tel  que  l'on  eût  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  cet  intervalle 

\f{a)-f{x)\^z; 

les  termes  des  suites  (2),  après  un  certain  rang,  finiraient  par  appar- 
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tenir  tous  à  l'intervalle  (h  —  r,,  h)  ou  («,  a  +  r/)  et  la  contradiction 
apparaîtrait  de  la  inème  façon. 

86.  Les  deux  propositions  que  l'on  vient  d'établir  ont  été  démon- 
trées en  supposant  seulement  que  la  fonction  considérée  f  (x)  est 
continue,  il  convient  de  s'arrêter  un  peu  sur  le  cas  où  elle  est  à  la 
fois  continue  et  croissante,  ou  bien  continue  et  décroissante.  Les 
choses  se  présentent  alors  d'une  façon  plus  simple.  Je  supposerai 
dans  ce  qui  suit  que  la  fonction  f{x),  dans  l'intervalle  (a,  h),  est 
continue  et  croissante;  d'abord,  il  est  clair  qu'elle  atteint,  pour 
X  =  a,  sa  limite  inférieure  f{a),  et  pour  a;  =  h,  sa  limite  supé- 
rieure f  {h). 

On  n'a  donc  aflaire  qu'à  la  première  proposition.  Si  f{a)  etf{h) 
sont  de  signes  contraires,  f  {œ)  s'annule  pour  une  valeur  œ'  apparte- 
nant à  l'intervalle  (a,  b),  autre  que  a  et  que  h.  On  observera  d'abord 
qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre  x'  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b) 
pour  lequel  on  ait  f{x')  ::=  0  :  en  effet,  la  fonction  étant  croissante 
est  négative  pour  les  valeurs  de  x  inférieures  à  x\  positives  pour  les 
valeurs  de  x  supérieures  à  x' . 

Ceci  posé,  considérons  l'ensemble  des  valeurs  de  x  appartenant  à 
l'intervalle  («,  b)  pour  lesquelles  la  fonction  f  (x)  est  négative,  et 
l'ensemble  des  valeurs  pour  lesquelles  elle  est  positive;  chaque  nombre 
du  premier  ensemble  est  plus  petit  que  chaque  nombre  du  second 
ensemble;  le  premier  ensemble  a  donc  une  limite  supérieure  x^  et  le 
second  ensemble  une  limite  inférieure  x,^;  d'ailleurs,  tout  nombre  X 
supérieur  à  d?,  appartient  au  second  ensemble;  en  effet,  on  ne  peut 
avoir  ni  f  (X)  <;  0,  ni  f  (X)  =:  0,  puisque,  dans  le  premier  cas, 
X  appartiendrait  au  premier  ensemble,  et  que,  dans  le  second  cas,  il 
en  serait  de  même  de  tout  nombre  plus  petit  que  X,  en  particulier 
des  nombres  compris  entre  a7j  et  X;  en  d'autres  termes,  tout  nombre 
plus  grand  que  .r,  est  aussi  plus  grand  que  x.^  ;  de  même  tout  nombre 
plus  petit  que  x^  est  aussi  plus  petit  que  x^  :  donc  j-^  =  a^,.  Jusqu'ici 
on  n'a  pas  fait  intervenir  la  continuité  :  elle  sert  à  prouver  que  l'on 
a  f  (x^)  =  0.  Si  l'on  avait  f{x^)  >-  0,  par  exemple,  pour  un  nombre 
un  peu  plus  petit  que  a?,,  f  {x)  serait  encore  positif,  et  x.-,  =  x,  ne 
serait  pas  la  limite  inférieure  de  l'ensemble  des  nombres  appartenant 
à  l'intervalle  (a,  b)  pour  lesquels  la  fonction  f  {x)  est  positive. 
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87.  Si  la  fonction  f  (x)  est  continue  et  croissante  dans  l'intervalle 
(a,  h)  et  si  l'on  pose 

/■(«)=  A,       f{h)  =  B, 
l'équation 

(1)  /  (.r)  =  X, 

définit  X  comme  une  fonction  croissante  et  continue  de  la  variable  X 
dans  l'intervalle  (A,  B). 

En  effet,  à  chaque  valeur  de  X  appartenant  à  cet  intervalle,  corres- 
pond une  valeur  de  x  et  une  seule  appartenant  à  l'intervalle  (a,  h) 
qui  vérifie  l'équation  (1);  x  peut  donc  être  regardé  comme  une 
fonctioii  ç  (X)  de  la  variable  X,  définie  dans  l'intervalle  (A,  B).  La 
fonction  9  (X)  est  croissante  :  en  effet,  si  l'on  a 

f{x)  =  X,      f{x')=X', 
ou 

x  =  o{X),      x'=-.{\'), 

f{x)-f{x') 


l'expression 


est  positive,  puisque  la  fonction  f  (x)  est  croissante;  il  en  est  de  môme 
de  l'expression 

o(X)-9(X')_ 
X  —  X' 

la  fonction  ç  (X)  est  donc  croissante. 

Enfin  la  fonction  ç  (X)  est  continue;  en  effet,  si  e  est  un  nombre 
positif  plus  petit  que  b  —  «,  la  difterence 

f(x  +  e)-f(x) 

lorsque  a?  varie  de  a  h  h  —  £  reste  positive  et  continue;  elle  admet 
une  limite  inférieure  positive  r,  ;  cette  limite  ne  peut  être  nulle  puis- 
qu'elle doit  être  atteinte  pour  une  certaine  valeur  ^  appartenant  à 
l'intervalle  {a,  h  —  s)  et  ({ue  l'on  ne  saurait  avoir 

/■(;  +  £)  =  /•(.). 

Si  maintenant  x  et  x'  désignent  deux  valeurs  appartenant  à  l'inter- 
Tannery.  —  Théorie.  0 
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vallo  {(I,  h)  et  telles  que  l'on  ait  x'  —  a?  >-  £,  on  aura 

f{x')>f{.v+z) 
et,  par  suite, 

f(x')-nx)>r{X+  s)_/-(,r)>v;. 

Ainsi,  pour  des  nombres  x,  x'  appartenant  à  ri'nti'i'valle  [a,  1)),  la 
supposition 

lf(^')-/'(j-)I<r, 

entraîne  l'inégalité 

\  X  —  x'  [  <;  s. 

En  d'autres  termes,  à  chaque  nombre  positifs  correspond  un  nom- 
bre positif  r,  tel  que  la  condition 

1X-X'I<-^, 
entraîne  rinéi^alité 

|o(X)-ç(X')l<£, 

pourvu,  toutefois,  que  les  nombres  X,  X'  ajipartiennent  à  l'intervalle 
(A,  B). 

La  fonction  x  =:  ç  (X)  est  dite  la  fonction  inverse  de  la  fonction 

r(-r). 

88.  Par  exemple,  la  fonction  a"^  où  a  désigne  un  nombre  plus 
grand  que  un,  est  une  fonction  continue  ef  croissante  dans  tout 
intervalle;  elle  est  toujours  positive,  s'approche  autant  que  l'on  veut 
de  zéro,  et  peut  prendre  des  valeurs  positives  aussi  grandes  qu'on  le 
veut.  Il  résulte  de  là  que  si  X  désigne  un  nombre  positif,  il  existe  un 
nombre  X  et  un  seul  pour  lequel  on  a 

«^  =  X, 

ce  nombre  est  dit  le  logarithme  de  X  dans  la  base  a  ;  on  l'écrit  log  X  ; 
la  fonction  log  X  est  croissante  et  continue  dans  tout  intervalle  dont 
les  limites  sont  des  nombres  positifs;  elle  est  négative  quand  X  est 
compris  entre  zéro  et  un,  positive  quand  X  est  plus  grand  que  un  (i), 


(1)  Si  »  était  plus  petit  que  un,  le  logarillime  se  définirait  de  la  même  façon,  log  X 
serait  alors  une  fonction  décroissante. 
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nulle  pour  X  =r  1  ;  lorsque  X  grandit  indéfiniment,  il  en  est  de  même 
de  log  X;  lorsque  X  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  log  X 
est  négatif  et  grandit  indéfiniment  en  valeur  absolue;  à  la  propriété 
de  la  fonction  exponentielle 

a^  X  a-'  =  «''^^ 

correspond  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction  logarithmique 

log(XY)=logXVlogY. 

La  fonction  logarithmique  est  la  seule  fonction  continue  qui  jouisse 
de  cette  propriété;  on  établira  cette  proposition  en  suivant  la  même 
voie  qu'au  paragraphe  82,  ou  en  considérant  la  fonction  inverse  de  la 
fonction  logarithmique. 

Remarquons  encore  que,  en  élevant  à  la  puissance  y  les  deux 
membres  de  l'identité 

où  X  est  un  nombi-e  positif,  on  trouve 

ou  bien 

>/  log  X  =  log  X". 

Cette  dernière  égalité  peut  aussi  se  déduire  de  l'égalité  fondamentale 

log  (xy)  =  log  X  +  log  y 
et  de  la  continuité  de  la  fonction  logarithmique. 


CHAPITRE  IV 

DES  SÉRIES  ET  DES  PRODUITS  INFINIS  DONT  LES  TERMES 
SONT  DES  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE. 

89.  Considérons  une  snite  infinie  de  fonctions  d'une  v;irial)le  x, 

fonctions  dont  chacune  est  donnée  dans  l'intervalle  (o,  h)\  si  pour 
chaque  valeur  de  x  appartenant  à  cet  intervalle  la  série 

(S)  if,  +  Xi,  +  ...  +  H„  +  ... 

est  convergente,  à  cliaque  valeur  de  x  correspnndr.i  une  valeur  de  la 
somme  de  cette  série;  en  d'autres  termes,  la  somme  de  la  série  est 
une  fonction  de  x  définie  dans  l'intervalle  («,  h). 

Désignons  en  général  par  R„(a7)  le  reste  de  la  série  quand  on 
s'arrête  au  terme  m,„  c'est  à  dire  la  somme  de  la  série  convergente 


puisque,  pour  chaque  valeur  de  ,}'  appartenant  à  l'intervalle  («,  h) 
la  série  est  convergente,  à  chacune  de  ces  valeui^s  et  à  chaque  nomhre 
positif  £  correspond  un  nomhre  entier  positif  p  tel  que  l'inégalité  n>*  j:» 
entraine  l'inégalité 

\\\„{x)  l<e; 

le  nomhre  p  dépend  en  général  de  la  valeur  de  x,  en  même  temps 
que  de  la  valeur  de  s. 

Mais  les  séries  pour  lesquelles  ce  nomhre  p  peut  être  détei-rniné 
indépendamment  du  nomhre  x  et  ne  dépend  ainsi  que  de  la  valeur 
de  £  offrent  un  intérêt  particulier.  En  effet  dans  tout  l'intervalle  (a,  />), 
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la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  série  représente  la  fonction 
définie  par  la  série  avec  une  erreur  dont  la  limite  supérieure  e  est  la 
même  quel  que  soita:î;  en  sorte  que,  en  étudiant  cette  somme,  on 
pourra  se  rendre  compte,  au  moins  approximativement,*  des  propriétés 
et  de  la  marche  de  la  fonction;  il  en  est  tout  autrement  si,  pour  avoir 
un  même  degré  d'approximation,  il  suffit,  pour  certaines  valeurs  de  x, 
de  considérer  un  petit  nomlire  de  termes  de  la  série  tandis  qu'il  faut, 
pour  d'autres  valeurs,  prendre  un  très  grand  nombre  de  termes.  Les 
séries  qui  rentrent  dans  le  premier  cas,  et  que  l'on  nomme  uni- 
formément convergentes,  sont  donc  particulièrement  intéressantes. 
On  dit  qu'une  série 

(1)  U,    +    H,   +    ...    -t-    l(„   -+-    ... 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une  variable  x  et  qui  est  conver- 
gente pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle  («,  h)  est 
iDiiformémcnt  convergente  dans  cet  intervalle,  lorsque  à  chaque 
nombre  positif  e  correspond  un  nombre  entier  positif  ^)  jouissant  de 
la  propriété  suivante  : 

Quel  que  soit  le  nombre  x  appartenant  à  l'intervalle  {a,  h)  et  le 
nombre  entier  n  égal  ou  supérieur  à  j9,  le  reste  R„  de  la  série  limitée 
au  n'^''"*"  terme  est  en  valeur  absolue  moindre  que  e. 

On  réunira  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la 
série  (1)  converge  (§  45)  et  pour  qu'elle  converge  uniformément,  en 
disant  qu'à  chaque  nombre  positif  e'  doit  correspondre  un  entier  p 
tel  que,  quels  que  soient  les  entiers  n,  m  vérifiant  les  inégalités 

J9  ^  n  <;  ni, 
on  ait 

I  u„+i  +  i(„  +  2  +  ...  +  ii,„  I  <;  s', 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  {a,  h). 

Il  est  clair  qiie  si  une  série  est  uniformément  convergente  dans 
deux  intervalles  contigus  (a,  b),  (b,  c),  elle  est  uniformément  conver- 
gente dans  l'intervalle  ((/,  r)  ('). 


C)  Je  donne  ici  la  clùfinition  adoptée  par  Heine  [Handbuck  der  Kugelfunctionen, 
2"  éd.,  I.  I,  p.  Oo)  et  par  M.  Weierstrass  {Remaj-ques  sur  quelques  points  de  la  théorie  des 
fonctions  analytiques  :  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  2«  série, 
t.  V,  1"  partie,  p.  157).  Je  croig  toutefois  devoir  faire  remarquer  qu'elle  diilere  de  celle 
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Par  exemple  la  série 
XX  X 


l.(j?-f-l)       (.3?  4-1)  (2a; +1)  \{n^\)x+l\[nx-\-\'] 

est  convergente  quel  que  soit  le  nombre  positif  ou  nul  x. 

Pour  a;  =  0,  elle  a  évidemment  zéro  pour  somme,   si  x  est  un 
nombre  positif,  on  voit,  en  partant  de  l'identité 

X  1  1 


[(n  —  1)  a?  +  1]  [nx  +  1]       (n  —  I)  x  +  1 
que  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  est  égale  à 

1 


nx  +  \ 


quel  que  soit  le  nombre  positif  x,  cette  somme  pour  n  inlini  a  pour 
limite  un;  la  série  est  donc  convergente  et  a  pour  somme  l'unité;  le 
reste,   quand  on  s'arrête  au  n'^"""  terme,   a  d'ailleurs   pour   valeur 


alii|iléi'  iiar  il'aulres  géomètres,  notamment  par  M.  Darboiix  (Mémoire  sur  les  fonctions 
discontinues,  p.  77)  et  par  M.  Dini  (Fundamenti  per  la  leorica  délie  fv.nzioni  di  variaiili 
reali,  p.  103j.  l'our  ces  auteurs,  uue  série  est  uniformément  convergente  si,  à  cluque 
nombre  positif  e  correspond  un  enlier  posilif^)  tel  que  le  reste  Rp  ixi  de  la  ■  érle  bornée 
au^'ème  terme  soit,  en  valeur  absolue,  moindre  que  e  :  on  n'a  pas  à  se  préoccuper  des 
restes  suivants.  Par  exemple  si  on  considère  une  série  dont  les  termes  «i,  «;,  ...,  Up  ... 
obéissent  à  la  loi  suivante,  pour  «  =  1,2,  3,   ... 


-"     '       «a;2  +  (i  —  «.5)2      -"       (n  +  l)  x^  +  [l  —  (n+  [)  x]^ 

ou  voit  (le  suite  que  cette  série  est  convergente  quel  que  soit  .2»,  qu'elle  a  pour  somme 

-^ — ■     _ — ^>  que  le  reste  est  nul  si  on  prend _p  impair,  qu'il  est  égal  à  2<2n  —  i  si  l'on 

suppose^J  pair  et  égal  à  2«  —  2  :  cette  série  est  uniformément  convergente  dans  tout 
intervalle,  au  second  sens  du  mot,  puisqu'il  y  a  des  restes  nuls;  elle  ne  l'est  pas,  au 
sens  primitivement  adopté,  dans  un  intervalle  tel  que  (—1,  +  1),  en  effet  u-in—i, 

pour  5!=-,  se  réduit  à  un;  quelque  soit  le  nombre i?,  il  y  aura  un  reste,  après  lei^ième, 
qui  sera,  pour  une  valeur  convenable  de  m,  égal  à  un.  La  seconde  définition  a  donc  cet 
avantage  d'être  plus  lar^e;  en  outre  elle  se  légitime  par  ce  fait  qu'elle  suffit  pour  la 
démonstration  des  propriétés  fondamentales  des  séries  convergentes  relatives  à  la 
continuité  et  à  l'intégration,  comme  on  le  verra  d'ailleurs  dans  la  démonstration  de  ces 
propriétés;  iniis,  d'un  autre  côlo,  il  est  naturel  de  faire  entrer  dans  la  notion  de  la 
convergence  uniforme,  cette  idée  que  le  degré  d'approximation  auquel  on  parvient 
lorsqu'on  prend  un  certain  nombre  de  termes  se  conserve  eu  quelque  sorte  quand  on 
prend  un  [ilus  grand  nombre  cic  termes;  on  peut  vouloir  aussi  que  le  reste  d'une  série 
uni'ormément  convergente  soit  lui-même  donné  par  une  série  uniformément  conver- 
gente. C'est  ce  qui  m'a  décidé  à  adopter  la  définition  que  j'ai  donnée  dans  le  texte. 
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absolue  ~;  pour  x  =—  cette  valeur  est  éuale  à  -;  on  voit  donc 

n X +1  n  '  2 

que  dans  un  intervalle  dont  la  limite  inférieure  est  zéro  et  la  limite 
supérieure  un  nomljre  positif  quelconque,  la  série  n'est  pas  uni- 
formément convergente,  puisque,  si  l'on  assigne  un  terme  quelconque, 
on  peut  trouver  un  terme  de  rang  plus  éloigné  tel  que,  en  adoptant 
pour  op  une  valeur  convenable,  le  reste  de  la  série,  limitée  à  ce  terme, 

...  1 

soit  égal  à  -•  On  remarquera  encore  que,  dans  un  pareil  intervalle, 

la  somme  de  la  série  n'est  pas  une  fonction  continue  de  x,  qu(ii([ii'il 
en  soit  ainsi  de  tous  ses  termes. 

Au  contraire,  dans  un  intervalle  quelconque  («,  h)  limité  par  deux 
nombres  positifs,  la  série  est  uniformément  convergente.  Si  on  se 
donne  en  effet  le  nombre  positifs,  il  suffira  de  prendre  n  plus  grand 

que  la  partie  entière  de '  pour  que  le  reste  correspondant  au  r<'^™° 

Cl  c 

terme  et  les  restes  suivants  soient,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x 
appartenant  à  l'intervalle  {a,  b),  en  valeur  absolue,  inférieurs  à  t. 

90.  Les  séries  dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une  variable  x 
et  qui  sont  absolument  convergentes  pour  chaque  valeur  de  x  appar- 
tenant à  l'intervalle  («,  h)  sont  dites  absolument  convergentes  dans 
cet  intervalle.  Les  séries  qui  sont  à  la  fois  absolument  et  uniformément 
convergentes  dans  un  intervalle  donné  présentent  évidemment  un 
intérêt  particulier  :  il  y  a  un  cas  très  général  où  l'on  peut  reconnaître 
facilement  cette  double  propriété  d'une  série  (i). 

Soit 

(1)  (/,  +  II,  +  ...  4-  11,^  -+-  ..., 

une  série  dont  les  termes  dépendent  de  la  variable  ./' ;  soit  en  outj'e 

(2)  i\  +  (',  -h  ...  -+-  r,,  +  ... 

une  série  convergente  dont  les  termes  sont  des  nombres  positifs 
donnés;  s'il  arrive  que  pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à 
rintervalle  (a,  h),  les  termes  de  la  série  (1)  soient,  en  valeur  absolue. 


(')  Weierslra.ss,  à  l'cndruil  cité  ilan?  la  uoli'  pvécôdenle. 
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infôrieuis  aux  termes  de  même  rang  de  la  série  (2),  la  série  (1)  sera, 
(l.ius  rintcrvalle  («,  6),  absolument  et  uniformément  convergente. 
Que  la  série  (l)  converge  absolument,  cela  est  évident;  qu'elle 
convei'ge  uniformément,  cela  résulte  de  ce  qu'à  cbaque  nombre  e 
correspond  assurément  un  nomljre  enlier  j)  tel  que  la  somme  de  la 
série  infinie  • 

(3)  v„+i  -h  Vp  +  o  +  ... 

soit  inférieure  à  e;  or,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n  supérieur 
à  j3,  il  est  clair  que  la  somme  de  la  série 

H„  +  :  +  lt„  +  ,  +   ... 

est  inférieure  à  la  somme  de  la  série  (3). 
Considérons  par  exemple'  la  série 

X        X-  X"- 

(4)  ,+_  +  _  +  ...+___.+... 

Soit  A  un  nombre  positif  quelconque  ;  on  a  vu  que  la  série 
A        A^  A" 

était  convergente  ;  donc  la  série  (4)  est  absolument  et  uniformément 
convergente  dans  tout  intervalle  dont  les  limites  sont,  en  valeur 
absolue,  inférieures  à  A,  c'est  à  dire  dans  tout  intervalle,  puisque  A 
est  arbitraire. 

Soit  encore  la  série 

m  m  (m  —  1)    , 

(•"3)    i  +  T^'^^::2 — ^+- 

1 . 2  . . .  p 

Soit  z  un  nombi-e  positif  inférieur  à  un,  et  M  un  nombre  positif 
quelconque,  la  série  à  termes  positifs 

/.v       .        M  ,       M  (M  4-  1)  ,, 

M  (M  +  1)  ...  {M  -{-  p  —  l)  , 
"^  1.2. ..p  ^"+"-' 

est  convergente. 


CIIAP.  IV.  —  DKS    SKRIES    ET    DES    PRODUITS    INFINIS.  137 

On  peut  considérer  les  termes  de  la  série  (5)  soit  comme  des 
fonctions  de  x,  soit  comme  des  fonctions  de  m.  En  se  plaçant  au 
pre)nier  point  de  vue,  on  voit  que  si  m  est  un  nombre  donné,  inférieur 
à  M  en  valeur  absolue,  la  série  (5)  est  uniformément  et  absolument 
convergente  dans  tout  intervalle  dont  les  deux  limites  sont,  en  valeur 
absolue,  inférieures  à  ;,  ou,  puisque  H  est  aussi  voisin  de  un  qu'on  le 
veut,  dans  tout  intervalle  dont  les  limjtes  sont,  en  valeur  absolue, 
inférieures  à  un.  De  même,  en  considérant  les  termes  de  la  série  (5) 
comme  des  fonctions  de  «i,  on  voit  que,  si  x  est  un  nombre  donné 
plus  petit  que  un  en  valeur  absolue,  la  série  est  absolument  et  uni- 
lormément  convergente  dans  tout  intervalle  dont  les  limites  sont,  en 
valeur  absolue,  moindres  que  M,  c'est  à  dire  dans  tout  intervalle, 
puisque  M  est  un  nombre  arbitraire. 

91.  Lorsqu'une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues 
de  la  variable  x  dans  l'intervalle  (a,  h)  est  uniformément  convergente 
dans  cet  intervalle^  la  somme  de  cette  série  est  une  fonction  continue 
de  X  dans  l'intervalle  (a,  h). 

Soit  en  effet, 

?,  (^)  +  r.  C^O  +  •••  +  ^n(x)  +  ... 

la  série  considérée,  où  s,,  ç.,,  ...,  s,,,  ...  désignent  des  fonctions 
continues  de  x  dans  l'intei-valle  (o,  h)  ;  soit  F  {x)  la  somme  de  cette 
série.  Désignons  par  t  un  nombre  positif  quelconque;  il  y  a  un 
nombre  entier  n  tel  que,  pour  toute  valeur  appartenant  à  l'intervalle 
(a,  &),   le  reste  R„  {x)  de  la  série  soit  en  valeur  absolue  moindre 

que  -;  on  a  d'ailleurs  en  pusant 

o 

s»  (-^0  =  ?,  (•'■)  +  ?,  (J7)  +   •••   4-  ç„  (X-), 
F  (.r)  =  S„  {x)  +  R„  ix)  ; 

mais,  les  n  premières  fonctions  9  étant  continues,  il  en  est  de  même 
de  leur  somme  S„  (x-),  il  existe  donc  un  nombre  -q  tel  que  l'on  ait 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  x'  qui  apparlienneni   à    rinlorvalle 
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(a,  b)  et  dont  lu  différence  est  moindre  que  r,  ;  cette  inégalité  jointe 
aux  suivantes 

|R„(^)|<1,      |R„(.r')|<i, 

montre  que,  dans  les  mêmes  conditions,  la  différence 

F  (x)  -  F  ix')  =  S„  (x)  -  S,.  (./;')  -^  R„  (x)  -  R„  {x'} 
est  moindre  en  valeur  absolue  que 

c'est  dire  que  la  fonction  F  (x)  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  h). 

Ainsi  la  série  (4)  du  paragraphe  précédent  est  une  fonction  continue 
de  X  dans  tout  intervalle;  la  série  (5),  si  l'on  y  regarde  m  comme 
donné,  est  une  fonction  continue  de  x  dans  tout  intervalle  dont  les 
limites  sont,  en  valeur  absolue,  moindres  que  un;  la  même  série, 
lorsqu'on  y  regarde  x  comme  un  nombre  donné  moindre  que  un  en 
valeur  absolue,  est  une  fonction  continue  de  7n  dans  tout  intervalle. 

92.  Le  mode  de  raisonnement  si  simple  qui  a  été  employé  dans  le 
paragraphe  précédent  permet  d'établir  une  propriété  très  importante 
de  la  série 

/ 1  \  ^  X  X  X 

je  vais  montrer  en  effet  que  si,  laissant  x  fixe,  on  fait  croître  ni  indé- 
finiment, l'expression 


\  «'/ 


a  une  limite  et  que  cette  limite  est  la  somme  de  la  série  (1).  D'une 
façon  plus  précise  je  vais  montrer  que,  x  étant  un  nombre  donné 
quelconque  et  £  un  nombre  positif  quelconque,  il  existe  un  nombre 

positif  n   tel   que  la  diflérence  entre  li~\ |    et  la  somme  de  la 

série  (1)  soit,  en  valeur  absolue,  moindre  que  s  lorsque  la  valeur 
absolue  de  tn  est  plus  grande  que  n. 
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Supposons  d'abord  que  m  ne  prenne  que  des  valeurs  positives 
entières  ;  on  aura,  par  la  formule  du  Ijinôme, 

(xX"^  m  X        m  (m  —  1)  x^ 

tu/  1  m  1.2        w 

m  (m  —  1)  {m  —  2)  ...  {m  —  p  +  1)  oc^ 
1.2  ...  p  mP 

•    -+■  ... 

VI  {m  —  I)  ...  l  X'" 
1.2  ...  m        7n™ 

ce  qui  peut  s'écrire  encore 


x" 


,)    ^      -(-^,)0-3-0-'^)r...... 

f      ""■■     I 

\      +('-i7,)(i-!;)-('-^)r:2^.- 

Ceci  posé,  soit  A  un  nombre  positif  quelconque  égal  ou  supérieur 
à  la  valeur  absolue  de  x.  La  série  à  termes  positifs 

A        A^  kp 


1         1.2  1.2... p 

est  convergente  et  chacun  de  ses  termes  est  supérieur  à  la  valeur 
absolue  du  terme  de  même  rang  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion ('i);  on  peut  prendi'e  p  assez  grand  pour  que  la  somme  de  la 
série 

P^P+l  P^P+2 


1.2  ...  (jj  +  1)        1.2...  {p  +  \){p  4-  2) 


+ 


soit  moindre  que  -•  Il  en  est  de  même,   à  fortiori,  de  la  valeur 

absolue  du  reste  R^,  de  la  série  (1)  limitée  au  {p  +  •!)'*'"<'  terme  et  de 
la  valeur  absolue  de  la  somme  R^',  des  termes  du  développement  de 

(1  +  —  )    qui  suivent  le  [p  +  l)""»'  terme;  on  a  d'ailleurs,  en  dési- 
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gnant  par  S  la  somme  de  la  série  (1),  par  S^,  la  somme  de  ses  p  +  1 
premiers  termes,  par  SJ,  la  somme  des  p  -+-  1  premiers  termes  du 

développement  de  (1  H — ^  |  i 
\         "7 

S  =  S^,  +  I',,, 

mais  S^';  est  une  fonction  entière  de  —  qui  se  réduit  à  S,,  quand  on  y 

1 

remplace  —  par  zéro;  puisque  toute  fonction  entière  est  continue,  il 

existe  un  nombre  positif  n  assez  grand  pour  que  l'inégalité 

1         1 

—  <;-•>      ou       m  :>  ?i, 

m        n 

entraîne  l'inégalité 

I  S  _  s;  I  <  '  • 

Cette  inégalité,  jointe  aux  suivantes 

I  R„  I  <-,      I  K  I  <-' 
montre  que  la  valeur  absolue  de  la  différence 

est  moindre  que  e  pourvu  que  ni  soit  un  nombre  entier  positif  supé- 
rieur à  n;  c'est  ce  qui  avait  été  annoncé. 

Supposons  maintenant  que  m  soit  positif,   mais  non    entier;   on 

/         x\  '" 
observera   d'aljord   que   l'expression  (i  h |    n'a  été  définie  dans 

tous  les  cas  (lue  si  1  +  ~  est  positif,  mais  cela  finit  toujours  par 
m 

arriver  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  ni  ;  ceci  posé,  soit  ;;, 

X 

la  partie  entière  de  »?,   et  supposons  1   +    -  positif;   l'expression 


(-.') 
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sera  toujours  comprise  entre 


+  1 


(-r'-('%r(-3^ 

la  première  de  ces  deux  quantités  sera  d'ailleurs  la  plus  petite  si  x 
est  positif,  la  plus  grande  si  x  est  négatif;  mais  lorsque  m  grandit 
indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  [x,  et  les  formes  que  l'on  a  données 

1  H )     est  compris  montrent 

clairement  que  ces  deux  quantités  ont  S  pour  limite;  il  en  est  de 

même  de  (1  +  . 

Supposons  enfin  m  =  —  m'  négatif;  on  aura 

\         "7   "      1  _  ^        ~  \  '"'  —  •''/ 

d'ailleurs, 

\         m   —  x/  \  m   —  x/         \         m   —  x/ 

lorsque  tu'  grandit  indéfiniment  par  des  valeurs  positives,  il  en  est 
de  même  de  m'  —  x;  par  conséquent,  le  premier  facteur  du  second 
membre  a  S  pour  limite;  quant  au  second  facteur,  on  a  prouvé  (§  83) 
qu'il  a  l'imité  pour  limite;  la  proposition  est  donc  démontrée. 

Pour  peu  qu'il  y  rétlécliisse,  le  lecteur  verra  que  les  raisonnements 
précédents,  légèrement  modifiés,  permettent  d'énoncer  le  théorème 
suivant,  un  peu  plus  général  que  celui  qui  a  été  établi. 

Si  l'on  considère  l'expression 


h  S 
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et  si  l'on  se  donne  un  nombre  positif  e  aussi  petit  qu'on  le  veut, 
il  existe  deux  nombres  positifs  n  et  a  tels  que  la  différence  entre 


O-l)"»' 


la  somme  de  la  série 


1         1.2  1.2.../) 

soit,  en  valeur  absolue,  moindre  que  £,  pourvu  que  l'on  ait 
\m\>  H,      I  .^  —  ^  I  <  a. 
Si  l'on  suppose  a?  =  1,  on  voit  que  la  somme  de  la  série 

somme  que  l'on  désigne  babituellement  par  la  lettre  e,  est  la  limite 

/         1  X"* 
vers  laquelle  tend  l'expression  11  H |    quand  m  augmente  indéfi- 
niment en  valeur  absolue;  le  nombre  e  joue  dans  l'analyse  un  rôle 

1 

considérable.  En  s'arrétant  au  terme  .— dans  la  série  (3),  on 

1 .2  ...  ^:» 

voit  que  le  reste  de  cette  .série,  c'est-à-dire  la  somme  de  la  série 
1  1 


1.2...  p{p+  1)        1.2  ...  p.{p  +  1)  {p  +  2) 

est  plus  petit  que  la  sonnne  suivante  : 

1       r     1  1  1  ^ 1^ 

l.2...p\_p  +  1  "^(i?  +  1)-  "^  ■■■J~  1.2... 

On  peut  donc  écrire 

II  1  0 

(4)         e^l  +  -  +  —  +  ...  + 


p.p 


1        1.2  1.2...  p        1.2. ..p.p' 

0  étant  un  nombre  inconnu  plus  grand  que  zéro  et  i)lus  petit  que  un, 
cette  formule  permet  de  calculer  e  avec  telle  approximation  que  l'on 
voudra;  on  trouve  ainsi 

c  =  2,718  281  828  459  045  235  30... 
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La  même  formule  (i)  montre  que  c  est  irrationnel  :  si,  en  effet,  il 

était  éq-al  à  la  fraction  irréductible  -•>  on  aurait 

V 


p  1        1.2  1.2  ...  p        1.2  ...p.p 

En  multipliant  les  deux  membres  par  1/2  ...  /j,  le  premier  membre 

deviendrait  entier,  le  second  membre  serait  -i  quantité  qui  ne  peut 

jamais  être  un  nombre  entier,  même  nul.  On  doit  à  M.  Hermite 
d'avoir  montré  que  e  est  un  nombre  transcendant,  c'est  à  dire  que 
e  n'est   racine  d'aucune  équation  algébrique   entière  à  coefficients 
rationnels  (^). 
L'identité 

1  H )   a  pour 

limite  e^  :  en  effet,  lorsque  7^^/ augmente  indéfiniment,  il  en  est  de 

même  de  —  et  par  suite 
X 


('->"['T): 


a  pour  limite  e-:  donc,  à  cause  de  la  continuité  de  la  fonction  z"  où  z 
est  un  nombre  positif  (§  83),  le  nombre  |1  +  — j'"  élevé  à  la  puis- 
sance X  a  pour  limite  e^.  On  a  donc 

X        x'^  x^' 

(5)  ,.=  l+^  +  _.H...  +  j-^—  +  ..., 

de  même 

X        x^  ,        x^' 


\     -'        1  ^1.2  ^--^1:27:7.  +  ••• 
L'application  de  la    règle   de    la   multiplication   aux   deux    séries 


(')  Comptes  rendus,  t.  LXXVII,  1873.  Kn  allant  plus  loia  dans  la  voie  ouverte  par 
M.  Hermite,  M.  Liadeniann  est  i)arvenu  à  établir  la  même  proposilioa  pour  le  nombre tt 
{Mathematischc  Annakn,  t.  XX,  p.  213). 
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absol iiineni  convergentes 

donnera  immédialemont  l'égalité 

,(.)Xo(,,)=l  +  ^^  +  i^'H-..., 

OTl 

?  (•?')  X  ?  (;/)  =  9  (J?  +  y)- 
On  peut  regarder  ce  résultat  comme  une  simple  vérification  ;  on  peut 
aussi  en  déduire  directement  la  forme  de  la  fonction  o  (x)  ;  il  montre 
on  eflet,  en  se  reportant  à  ce  que  l'on  a  étalili  au  pai'agraplie  82,  que 
la  fonction  continue 

est  de  la  forme  (i%  a  étant  une  constante  positive,  que  Ton  détermine 
en  supposant  ,x  =  1  ;  on  a  ainsi 

a  =  o{\)=zl  +  -^  +  --  +  ...  =  0 

et  par  conséquent 

ç  [x)  =  e-''. 

93.  On  appelle  logarithme  naturel  ou  logarithme  népérien  d'un 
nombre  positif  X  le  logarithme  de  ce  nombre  pris  dans  la  base  e  ; 
le  symbole  log  sera  réservé  désormais  aux  logarithmes  népériens; 
on  a  ainsi,  par  déhnition, 

glog.r  _^_ 

En  désignant  par  log„  x  le  logarithme  du  noml^re  x  dans  la  base  a 
et  en  prenant  les  logarithmes  népériens  des  deux  membres  de  la 
formule 

on  trouve 

]oo    x  —  ^^^, 
^"  '         log  a 

le  symbole  log  désignant  le  logarithme  népérien,  et  l'on  voit  comment 
on  peut  passer  du  système  de  logarithmes  naturels  à  un  système  de 
logarithmes  quelconques. 
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94.  D'un  autre  côté  l'identité 

^.x  _  g.rloga^ 

qui  devient  évidente  en  prenant  les  logarithmes  népériens  des  deux 
membres,  montre  que  l'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  positif  a, 

X  log  a       (X  loff  aY  (x  log  a)p 

«'  =  '  -^  -f-  +  -uT-  +  ■••  +  TTâTri  -^  - 

De  cette  égalité  on  déduit  la  suivante  : 

a''  —  1        .  X  (log  ciY  x"-^  (loo-  a)p 

-^  =  i°g  «  +  -^,r-  +  -  +    1.2  ...p   +  •■•' 

dont  le  second  membre  est  une  fonction  continue  de  x;  en  faisant 
tendre  x  vers  zéro,  on  voit  que  le  second  membre  a  pour  limite  log  a; 
telle  est  donc  aussi  la  limite,  pour  a?  =  0,  de 

a^—  1 


1 

En  remplaçant  x  par  —  et  a  par  x,  on  arrive  à  la  conclusion  suivante  ; 

lorsque  î)i  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives  et  entières, 
l'expression 

m  (P'i  -  l), 

où  X  est  un  nombre  positif  quelconque,  a  pour  limite  log  x.  Cette 
propriété  du  logarithme  népérien  répond  à  la  propriété  de  e^  d'être 
la  limite  de 


hïï 


quand  m  augmente  indéfiniment. 

95.  On  appelle  cosinus  hyperbolique,  sinus  hyperbolique,  tangente 
hyperbolique,  les  fonctions  de  x  définies  par  les  formules 


ch  X 

e' 

+  e- 

-X 

2 

sh  X 

g...- 

—  e- 

-X 

2 

th  X 

sh 
"~ch 

X 

X  ~ 

gx 

—  e- 

-X 

e^ 

+  e~ 

-X 

Tanneky.  —  Théorie. 


146  THÉORIE   DES   FONCTIONS    D'UNE   VARIABLE. 

En  posant  e'  =:  y  ces  formules  deviennent 

y' 


ch^  =  ^y+^^),      s\.œ  =  l(^y-]j^.      tha.:= 


y'  +  1 


Les  fonctions  ch  x,  sh  x,  th  x  sont  continues  dans  tout  intervalle; 
en  se  rappelant  que  lorsque  x  croît  de  zéro  à  l'infini  positif,  y  croît 
de  un  à  l'infini,  on  voit  de  suite  que,  dans  les  mêmes  conditions, 
ch  X  croît  de  un  à  l'infini;  sh  x,  de  zéro  à  l'infini,  et  th  x,  de  zéro 
à  un.  Les  formules 

ch  (—  x)  =  ch  X,       sh  ( —  x)  =  —  sh  x,      th  ( —  <r)  =  —  th  a? 

achèvent  de  faire  connaître  la  façon  dont  varient  ces  mêmes  fonctions 
quand  x  est  négatif.  Enfin  le  lecteur  établira  sans  peine  les  relations 
suivantes  : 

ch  (a  +  h)  =  ch  a  ch  h  ■+-  sh  a  sh  b, 
sh  (a  +  b)  =  sh  a  ch  h  -h  ch  a  sh  b, 

, ,         th  ft  +  th  b 

th  (a  +  b)  = -—5 

^  ^        1  +  th  a  th  b 


ch  a  =  1  -+ 
sh  a  = 


ch-  a  —  sh-  rt  =  1, 
a-  a'\ 


1.2        1.2.3.4 


1        1.2.3        1.2.3.4.5 

Les  trois  premières  sont  des  conséquences  immédiates  des  définitions 
des  fonctions  sh  x,  ch  x,  th  x  et  de  la  formule 

e^  X  e'J  =  e^^". 

96.  La  méthode  qui  a  été  suivie  au  paragraphe  92  pour  obtenir 

l'expression  de  la  limite  de  (  i  -\ — ^  j    peut  servir,  ainsi  qu'Euler  (') 

l'a  montré,  à  déduire  des  propositions  les  plus  élémentaires  de  la 
trigonométrie  les  développements  en  série  des  fonctions  sin  x  et  coso?; 


i')  lntro<hictio  in  analysin  irtjinitornm,  §  134. 
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tout  en  suivant  la  même  marche,  c'est  à  un  point  de  vue  un  peu 
différent  que  je  me  placerai. 

On  définit  les  fonctions  sin  x  et  cos  oc,  au  début  de  la  trigonométrie 
par  des  considérations  géométriques;  il  y  a  un  intérêt  philosophique 
évident  à  introduire  dans  l'analyse  le  moins  possible  de  données 
expérimentales,  et  il  importe  par  conséquent  de  donner  des  fonctions 
sin  X  et  cos  x  une  définition  qui  repose  uniquement  sur  la  notion  de 
nombre  et  n'emprunte  rien  à  l'idée  d'espace. 

On  établit  encore  par  des  considérations  géométriques  les  for- 
mules 

(cos  (a  +  b)  =:  cos  a  cos  h  —  sin  a  sin  h, 
{    sin  («  +  h)  z=^  sin  a  cos  h  +  cos  a  sin  h. 

Je  vais  montrer  (en  supposant  toutefois  leur  existence)  comment 
on  peut  déterminer  toutes  les  fonctions  continues  ^  (x),  <]>  (x)  qui 
jouissent  des  propriétés  définies  par  les  formules 

(   o{a  +  h)  =  o{a)o{h)  -'i.(«)'M?>),    ' 
l    ^{a-i-b)=.  'b  {a)  ç  {h)  +  <b  (b)  o  (a), 

et  satisfont  en  outre  à  une  autre  condition  qui  sera  introduite  plus  tard. 
Si,  après  avoir  élevé  au  carré,  on  ajoute  les  équations  (2)  membre 
à  meml)re,  on  obtient 

^^  («  +  6)  +  ^^  (rt  +  b)  =  \o^-  («)  +  ^^  («)]  ["/  (/>)  +  ^^  (b)]. 

Cette  égalité  montre  que  la  fonction 

jouit  de  la  propriété 

si  l'on  exclut  le  cas  où  cette  fonction  serait  identiquement  nulle,  on 
voit  (§  82)  qu'elle  est  de  la  forme  A''  ou,  ce  qui  revient  au  même,  e""", 
g  étant  une  certaine  constante  numérique. 

Mais  il  est  clair  que  si  les  fonctions  9  (j;),  •^  (x)  jouissent  des 
propriétés  que  définissent  les  équations  (2),  il  en  est  de  même  des 
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—  "  r  —"  r 

fonctions  e     ^    ç  (a?),  e    *    tj/  (a?)  :  si  l'on  pose 

-  ?x 

e    ^    (f  (a;)  =r  cos  a;, 

-  "x 

e    ^    (];  (a?)  =  sin  a?, 

en  désignant  par  cos  x  et  sin  x  des  fonctions  dont  on  sait  seulement 
qu'elles  sont  continues  et  qu'elles  doivent  satisfaire  aux  équations  (1), 
on  devra,  à  cause  de  la  relation 

ç'  {x)  +  <>^  {x)  =  e«^, 
avoir  la  relation 

(3)  sin^  X  +  cos*  a?  =  1, 

tout  revient  à  déterminer  les  fonctions  inconnues  sin  x  et  cos  x  par 
les  relations  (1)  et  (3).  Si  d'ailleurs  on  fait  6=0  dans  les  équations  (1) 
et  que  l'on  résolve  par  rapport  à  cos  0  et  à  sin  0  les  équations  que 
l'on  obtient,  on  trouve 

cos  0  =  1,       sin  0  =  0; 
j'ajoute  maintenant  cette  condition  que  le  rapport  ?  quand  on  fait 

X 

tendre  x  vers  zéro,  ait  l'unité  pour  limite. 

L'application  répétée  des  formules  (l)  conduit,  par  un  procédé  bien 
connu,  aux  relations  suivantes  où  m  désigne  un  nombre  entier  positif 
quelconque  : 

m  [m  —  1) 
cos  w  a  =  cos""  a — cos'"-^  a  sin"  a 

1  .  a 

m  (m  —  1)  (w  —  2)  (m  —  3)        „,    ^       .   ^ 
-I i \  o  / cos"'-^  a  sin^  a  —  ..., 


m                                rii  (m  —  1)  (m  —  2) 
sin  ma  =  -j  cos""-'  a  sin  a 

m  {m  —  l)  (m  —  2)  (m  —  3)  (m  —  4)       ^_  ^ 
"^  1.2.3.4.5  ^°'' 


^m  — 3 


a  sm^  a  — 


En  remplaçant  dans  ces  formules  a  par  —  ?  divisant  par  cos™  —  et 


m  rn 
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posant  enfin 


.     X 

sin  — 

X  _         m 

^  m  X 

cos  — 

m 


elles  deviennent  :  ,  ^ 

^a?  \         m)        1.2 


cos 
cos" 


(-,^)(-l)(-3fe 


m  tg  -  ) 
m) 


3.4 


(4) 

sin  a; 


\         m/  \         m/      1. 


X  l  \         un)  \         m/      1.2.3 

cos"*  — 
m 

A  _  iWi  _  i\  /i  _  iWi  -  i\  ^ '^^^>^  _ 

"^  \         m/  V         m)  \         m)  \         m)  1.2.3.4.5       "' 

Considérons  par  exemple  le  second  membre  de  la  première  for- 
mule (4)  et  supposons  que  m  grandisse  indéfiniment  par  des  valeurs 
entières. 

La  quantité 

.     X 

sin  — 

X  X  m 

m  tg  —  = ) 

m  XX 

cos  —      — 

m     m 

aura  pour  limite  x  :  en  effet,  cos  —  a  pour  limite  l'unité,  puisque 

.     X 
sin  — 

l'on  a  cos  0  =  1,  et a  la  même  limite,  à  cause  de  la  condition 

X 


m 


sin  X 
lim  =  1, 

X<:>0  X 
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Si  donc  A  désigne  un  nonil)re  positif  plus  grand  que  ]  x  ],  les 
termes  du  second  membre  seront,  en  valeur  al)Solue,  pour  des  valeurs 
suffisamment  grandes  de  »>?,  plu&  petits  que  les  ter.mes  correspondants 
de  la  série  convergente  à  termes  positifs 

A^  A*  .  ,    , 


1.2        1.2.3.4 

Or,  si  £  est  un  nombre  positif  quelconque,  on  peut  détei'minef  un 
nombre  entier  positif  _/^  tel  que  la  somme  de  ky^'érie 

^ip+'i  A-''"'"' 


1.2  ...  (2^)  +  2)        1.2  ...-(2j)  +  4) 

soit  plus  petite  que-;  il  en  sera  de  même  à  fortiori  de  la  valeur 
o 

absolue  du  reste  R,.  de  la  séri 


le 


(S)  1-:^+       ^ 


1.2        1.2.3.4  ■■        1.2.3  ...2jj 
limitée  au  terme 

■"1.2...2jj 
et  de  la  valeur  absolue  de  la  somme  Rj^  des  termes  du  développement 
de  qui  suivent  le  terme 

X 

cos"'  — 
m 

\         m)  \         m]       \  m     )    1.2...  2iJ 

Soit  d'ailleurs  S  la  somme  de  la  série  (5)  et  soient  S^,,  S^  les  sommes 

desp  +  1  premiers  tei^mes  de  cette  série  d'une  part,  du  développe- 

cos  X    ,    ,, 
ment  de  ■ de  l  autre;  on  aura 

X 
cos'"  —  -  - 

m 

cos  a?        „,■      „, 

— —  =  s;  +  r; 

X 
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il  suffit  maintenant  de  remarquer  que  S^  étant  une  fonction  entière 

des  deux  variables  —  et  |  m  tg  —  j?  qui  se  réduit  à  S^,  quand  on  y 

1  X 

remplace  —  par  zéro  et  m  tg  —  par  x,  pour   voir   qu'il   existe  un 
m  m 

nombre  entier  positif  n  tel  que  la  condition  m  :>  n  entraîne  l'inégalité 


dès  lors,  en  tenant  compte  des  inégalités 


iR.i<3'   ir;i 

on  voit  de  suite  que  l'on  a 

X 

COS'"  — 

m 

pour\Ti  que  m  soit  supérieur  à  n. 

C'est  dire  que  lorsque  m  grandit  indéfiniment  par  des  valeurs 

entières  et  positives,  • a  pour  limite  la  somme  S  de  la  série  (5). 

COS'"  — 

m 
Il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  que  les  relations  (1)  et  (3)  entraînent 
la  suivante  : 

a 


cos  a  =:  1  —  2  sin*     . 


on  doit  donc  avoir 

X 

cos'"  — 
in 


L         2  m-  \  2m/  J 


lorsque  m  grandit  indéfiniment  2«?  sin  — —  a  pour  limite  x;  on  voit 

donc  que,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  «?,  les  termes  du  second 
membre  développé  par  la  formule  du  binôme  sont,  en  valeur  absolue, 
inférieuis  à  partir  du  second  aux  termes  du  développement  par  la 
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même  formule  de  l'expression 


(-è)' 


ces  termes  sont  eux-mêmes  plus  petits  que  les  termes  correspondants 
de  la  série 


2m       \2m}         \2mJ 


1  1.2  1.2.3 

par  conséquent  la  différence 

1  —  cos"*  — 

"  m 

est  moindre  que  la  somme  de  la  série 


Im       \2mJ         \2m/ 


m 


2 

T  "^~X2~  "^  TTO^' 

somme  qui  est  égale  à 

A 

et  qui,  pour  m  infini,  a  zéro  pour  limite.  Il  en  résulte  que  cos" 
a  l'unité  pour  limite;  on  a  donc 

(6)        ces  a;  =  1  -  j^^  +  :^^  -  ^^f^^^  +  -. 

et  de  même, 

/y»  /y»3  /y%S 


97.  Dans  le  raisonnement  précédent,  on  a  constamment  supposé 
l'existence  des  fonctions  sin  x  et  cos  x  satisfaisant  aux  conditions 
imposées;  on  peut  en  conclure  seulement  que  s'il  existe  de  telles 
fonctions  elles  sont  données  par  les  formules  (6)  et  (7).  Mais  ces 
formules  définissant  des  fonctions  évidemment  continues  dans  tout 
intervalle,  on  peut  les  regarder  comme  les  définitions  analytiques  des 
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fonctions  sin  x  et  cos  x  et  il  ne   reste  qu'à   montrer  comment  ces 
fonctions  satisfont  effectivement  aux  conditions  dont  on  est  parti. 

L'application  de  la  règle   pour   la   multiplication   des  séries  aux 
fonctions 

'<^)  =  '-T72  +  i:^3:4--'     . 

^      *  I  y  /v»3  /y,8 


1         1.2.3        1.2.3.4.5 

permet  de  vérifier  sans  peine  les  formules 

/  ç  (.'T  +  y)  =  ç  (a?)  ç  {]})  —  ^{x)^  iu), 
(b)  t}^{x  +  y)  =  <^  (x)  ç  (î/)  +  <!^  (^)  ?  {x\ 

'  [<?{x)f+['}^ix)Y=l. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  développer  ces  calculs,  d'autant  qu'on  aura 
plus  tard  l'occasion  de  déduire  ces  formules  de  la  définition  des 
fonctions  ç  (x)  et  t\i(x)  par  une  voie  simple  et  naturelle  (§  113).  Je 
me  bornerai  à  montrer  comment  on  peut  établir  la  périodicité  des 
fonctions  o  (x)  et  (]>  (x)  en  partant  des  formules  (a)  et  (b).  Il  faut  tout 
d'abord  arriver  à  la  notion  du  nombre  t. 

La  série  qui  définit  ^j;  (x)  peut  s'écrire  : 

*(-)  =  -['- 2^] +  r^5['- 6^] +  •••• 

x'"  +  '        r x'  n 

"^  1.2  ...  (4n  +  1)L         (4?i-f  2)  (4n  +  3)J  "^  •■'' 

toutes  les  quantités  entre  crocliets  sont  évidemment  positives  si  l'on 

a  a?^  <:  6  et  à  fortiori  si  l'on  a  |  a?  |  <:  2;  ainsi  <b  (x)  a  une  valeur 

toujours  positive  si  x  est  compris  entre  zéro  et  deux;  il  en  est  de 

û)  (x) 
même  de  — ^  si  x  est  compris  entre  —  2  et  +  2.  D'un  autre  côté 

X 

les  formules  (b)  donnent  sans  peine  l'égalité 

o(x  +  h)-^(x)  '^W      /         h\ 
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qui  montre  que  le  premier  membre  est  toujours  négatif  s\  x  ei  x  -\-  h 
appartiennent  à  l'intervalle  (0,  2)  ;  car  alors  (  ^  +  ô  )  appartient  à 

ce  même  intervalle  et  —  est  certainement  compris  entre  —  1  et  +  1  : 

donc  les  deux  facteurs  qui  figurent  dans  le  second  membre  sont 
positifs  ;  ainsi  dans  l'intervalle  (0,  2)  la  fonction  o  (x)  est  décroissante  ; 
mais  cette  fonction  se  réduit  à  la  valeur  positive  +  i  pour  a;  =  0  et 
en  l'écrivant  sous  la  forme 

X-      x''  x"         r        X-  ~] 

~  2"  "^  24  ~  1.2.3.47576  L    ~  tTsJ  ~  ■" 

1.2  ...  (471  — 2)L         (4n  — l)4nj        '■*' 

on  voit  que  toutes  les  quantités  entre  crochets  sont"  positives  pour  a?  =  2 

x^      x'* 
et  l'on  constate  que  pour  la  même  valeur  de  x  la  quantité  1  —  ^  +  ^ 

est  négative,  on  a  donc 

?  (2)  <  0. 

Donc  la  fonction  o  (x)  continue  et  décroissante  dans  l'intervalle  (0,  2), 
positive  pour  x  ■=.  0,  négative  pour  .r  =:  2,  admet  une  racine  et  une 

seule  comprise  dans  cet  intervalle;  désignons-la  par  ^-  La  formule 

montre  que  l'on  a 

^""^  1, 


0 


et  la  supposition  6  (^  j  :=  —  1  doit  être  exclue  puisque  la  fonction 

<\i  (x)  est   positive   entre   zéro   et   deux.    Les   formules  (a)  donnent 
ensuite 
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d'où 

^{x-i-^)=  —  'b(x  +  ^^j  =  —<^  (x), 

>b  (x  +  7:)  =  +  ^^x  +Ù=  —  'h  (x), 

ç  (a?  +  2-)  =  0  {X),      6  {X  +  2r)  =  à  {x),        etc.,  ... 

D'ailleurs  les  séries  mêmes  qui  définissent  o  (x)  et  6  (x)  montrent 
que  ç  {x)  est  une  fonction  paire  et  à  {x)  une  fonction  impaire,  c'est 
à  dire  que  l'on  a 

o  (—  a?)  =  9  {x),       à{—x)  =  --'!^  (x)  ; 

par  suite  les  formules  précédentes,  par  le  changement  de  a?  en  —  x, 
donnent  : 


(l  ~  ^)  "^■~  ■  (-  '^)  "^  ^  ^^^' 
0-^)=    ?    (-  x)  =  -^{x); 


de 


0  (t:  —  j?)  =  —  5  (j^),      6  (t:  —  .î?)  =  6  (.r), 
9  (2z  —  a?)  =  ç  (a?),         '^  (2::  —  x)  =  —  à  (x). 

De  ces  diverses  formules,  et  de  ce  fait,  établi  plus  haut,  que  la 

fonction  9  (.37)  décroît  de  un  à  zéro  quand  x  croît  de  zéro  à -5  on 

déduit  sans  peine  la  façon  dont  varient  les  fonctions  9  {x),  à  {x) 
ou  cos  X,  sin  a?,  quand  x  varie  dans  un  intervalle  quelconque. 

93.  De  ce  que  cos  x  est  une  fonction  continue  et  décroissante  dans 
l'intervalle  (0,  ::)  et  qui  varie  de  4-  1  à  —  1,  il  résulte  (§  87)  que 
l'équation  en  y 

(1)  9  ((/)  =  cos  y=:  X, 

admet,  lorsque  x  appartient  à  l'intervalle  ( —  1,  i),  une  racine  et 
une  seule  appartenant  à  l'intervalle  (0,  tt);  cette  équation  (§  87) 
définit  donc  ;/  comme  une  fonction  continue  et  décroissante  de  x 
dans   l'intervalle  (—1,   1);   la   valeur   de   cette   fonction,   qui  sera 
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désormais  représentée  par  arc  ces  x  (arc  dont  le  cosinus  est  x),  est 
toujours  comprise  entre  zéro  et  tt,  limites  qui  sont  atteintes  pour 
X  =  i  ei  X  =  —  1  ;  toutes  les  solutions  de  l'équation  (1)  sont 
d'ailleurs  données  par  la  formule 

y  =z2n-  ±  arc  cos  x, 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif. 

On  verra  de  même  que,  x  étant  toujours  supposé  appartenir  à 
l'intervalle  (—  J,  1),  l'équation  en  j/ 

(2)  à  (y)  =  sin  y  =  x 

admet  une  racine  et  une  seule  comprise  entre  — ^  et  +  ^-  Cette 

équation  définit  y  comme  une  fonction  continue  et  croissante  de  x 
dans  l'intervalle  ( —  1,1);  la  valeur  de  cette  fonction  est  toujours 

comprise  entre  —  i;  et  +  [^;  ces  limites  sont  atteintes  pour  x  =^  —  1 

et  a;  =  +  1  ;  on  représentera  cette  fonction  par  arc  sin  x  (arc  dont 
le  sinus  est  x)  :  toutes  les  solutions  de  l'équation  (2)  sont  données 
par  les  formules 

y  =  2?!-  +  arc  sin  x,       y  =  {2n  +  1)  -  —  arc  sin  x, 

n  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 
On  établira  sans  peine  les  formules 

arc  sin  ( —  x)  ■+■  arc  sin  x  =  0,        arc  cos  x  +  arc  cos  ( —  x)  =■  t:, 

arc  sin  x  •+■  arc  cos  x  =^  '^^ 

Enfin  la  fonction  tg  x  se  définit  par  la  formule 

'b  (x)       sin  X 

tg  X  =  ^— -'  = ; 

ç  (x)       cos  X 

les  variations  de  cette  fonction  se  déduisent  sans  peine  des  variations 
de  sin  x  et  de  cos  x;  elle  croît  de  —  oo  à  +  oo  quand  x  varie  de 

—  -  à  -  ;  elle  est  continue  dans  tout  intervalle  auquel  n'appartient 
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X 

2' 


X 

pas  un  nombre  de  la  forme  (2  n  +  1)  -  ?  n  étant  un  nombre  entier 


positif  ou  négatif.  L'équation  en  y 

(3)  tg  ^J  ■-=  X, 

admet,  quel  que  soit  x,  une  racine  et  une  seule  comprise  entre  —  - 

et  '^;  cette  équation  définit  y  comme  une  fonction  continue  et  crois- 
sante de  a?  dans  tout  intervalle;  cette  fonction,  dont  la  valeur  est 
toujours  comprise  entre  —  ^-^  e*^  +  ^  se  représente  par  arc  tg  x  (arc 

dont  la  tangente  est  x)  ;  toutes  les  solutions  de  l'équation  (3)  sont 
fournies  par  la  formule 

y  =  ?i  X  +  arc  tg  x, 

n  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif;  on  a 

arc  tg  (—  x)  +  arc  tg  x  =:Q, 
quel  que  soit  x,  et 

arc  tg  a;  +  arc  tg  -  =  ±  ^  ) 

J7  2 

suivant  que  x  est  positif  ou  négatif. 

Il  n'y  a  maintenant  aucune  difficulté  à  établir  les  formules  de  la 
trigonométrie  élémentaire,  que  je  supposerai  acquises  désormais. 

99.  La  méthode  employée  au  paragraphe  96  peut  conduire  à  de 
nouvelles  et  importantes  expressions  pour  les  fonctions  trigonomé- 
triques  (^).  On  a,  dans  ce  paragraphe,  utilisé  les  formules  qui 
donnent  le  sinus  ou  le  cosinus  des  multiples  d'un  arc,  c'est  en  partant 
de  formules  du  même  genre  qu'on  arrivera  aux  développements  que 
j'ai  en  vue. 

Par  exemple  tg  x  est,  comme  on  sait,  une  fonction  rationnelle  de 

tg  —  ;  si  l'on  suppose  m  pair,  le  degré  du  numérateur  sera  m  —  1, 

(•)  lîuler,  Intfoductio,  etc.,  §  178. 
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celui   du   dénominateur   sera  m  ;   on   trouve   aisément    l'expression 

Iriu^onoinétrique  des  m   racines  de  l'équation  en  t"-  —  oljtenue   en 

'    m 

égalant  ce  dénominateur  à  zéro  :  ces  racines  s'obtiennent  en  donnant 

à  k  les  valeurs  0,  1,  2,  ...,  «i  ^  1  dans  l'expression 

elles  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  et  leurs  valeurs 
absolues  sont 

^2m  "2m  ^        2m 

En  appliquant  ensuite  la  formule  de  décomposition  d'une  fraction 
rationnelle  en  éléments  simples  et  en  réunissant  ensemble  les  fractions 
qui  correspondent  à  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires,  on 
trouve  : 

0) 


tg   X         -^  1 


2m.tg—         '--"    \  mm\- — - — —     — cos*^ — - — ^  (  «ag— )  • 
°m  L  2w      J  2m      \        m/ 

Le   terme   écrit   au   second  membre,   lorsqu'on  y  fait  croître  m 
indéfiniment,  a  pour  limite 

1 

(2FTir^f~:; 

4  "^ 

On  est  donc  amené  à  comparer  le  développement  (1)  à  la  série 

'^  l  111 

(^)  Zé  ^o/.^n^^-^ =^i +  —- +  -Ti +  •••' 

'•■'0^       "^  ^   "   -x'     -  —  .V'     9'^—x'      2b '^~x' 
4  4  4  4 

série  absolument  convergente  (§  65),  pourvu  que  x  ne  soit  pas  un 

multiple  impair  de  '^' 

La  somme  de  cette  série  est  la  limite  vers  laquelle  tend  - 


2  m  ta-  — 


lorsque  m  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  paires. 
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•sin  X 
Pour  le  prouver,   on    remarquera   d'abord   que  le  rapport ■> 

T.  1 

quand  x  varie  de  0  à  -»  reste   supérieur  à  -  ;  on  a  par  conséquent, 
quels  que  soient  les  entiers  positifs  m  et  /c  <;  —  > 


"        .     {2k  +  1)  T. 

m  sin — 

2  m. 


J    ^4  4  ' 


il  est  aisé  d'en  conclure  que,  en  désignant  par  a  un  nombre  positif 

1 

inférieur  k    ■>  les  termes  du  développement  (4),  pour  les  valeurs  de  m 

4 

supérieurs  à  une  certaine  limite,  et  à  partir  d'un  certain  rang, 
deviennent  en  valeur  absolue  plus  petits  que  les  termes  corres- 
pondants de  la  série  convergente  à  termes  positifs 

'^"  1  4  4  4 


if^^  g  {2k  +  1)^  t:^        a.-'        9  ax^        25  a t:' 
4 

Il  en  est  de  même  des  termes  du  développement  (2)  ;  cette  remarque 
et  ce  fait  que  la  somme  d'un  nombre  limité  j)  de  termes  du  déve- 
loppement (1),  quand  m  croit  indéfiniment,  a  pour  limite  la  somme 
des  jj  termes  correspondants  de  la  série  (2)  suffisent,  en  raisonnant 
comme  on  l'a  fait  dans  le  paragraphe  96,  pour  établir  la  conclusion 
demandée;  on  a  donc 

/  tga?^^^  1 


i    '^x       f^J2k  +  ly    ,_ 

(3)        "    *    !' 


x^       g'L^x-       25  — —a;^ 
4  4 


On  établira  de  même  la  formule 


COt  07  r=  —  +  2J7   V 


(4) 


/  ^■=l 
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Au  surplus  cette  formule  peut  se  déduire  de  la  précédente  en  y 

changeant  X  en  '^  —  x. 

a 

cos™  — 
m 

Par  un  procédé  tout  semblable,  en  partant  de  ce  fait  que  — : est 

sm  a 

une  fonction  rationnelle  en  tg      5  on  parviendra  à  la  formule 

"  m 

1  1        o     'v      (-  1)' 

-. —  =  -  +  2^  >    --; ,V 

,-.   ,  sm  a;       X  ^.  x^  —  k^- 

1^)  .  ,  ^  ^  ^ 

2x 


1 

1x                2x 

X 

x'^  —  '^'   '    x'—ir.'- 

X'  —  9::^ 


Cette  dernière  formule  peut  aussi  être  regardée  comme  une  consé- 
quence des  formules  (3),  (4)  et  de  l'identité 

X  X  2 

tg  ;::  +  cot  -  := 

''2  2        sni  X 

Les  formules  (3),  (4),  (5)  sont  valables  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
qui  ne  rendent  infini  aucun  des  éléments  qui  figurent  dans  les  séries. 

100.  Ces  expressions  des  fonctions  trigonométriques  mettent  en 
évidence  la  périodicité  de  ces  fonctions  ('). 

Par  exemple  la  formule  (3)  du  paragraphe  précédent  équivaut  à 
dire  que  —  tg  x  est  la  limite,  pour  m  infini,  de  la  somme 


(1) 


(.)  =  v"  r — i — ._ , \ — 1 

"  =  1  l^a;  —  (2A-  +  1)  ^      x  +  {2k  +  l)  '^j 


or  cette  somme,  lorsqu'on  y  change  x  en  x  +  t.,  devient  : 

6,„  {x)  +  -^ ^  =  e„,  {X  +  ::)  ; 

X  +  {2m  +  S)~       X  —  {2m  +  1)  ]? 

d'où  il  résulte  que  l'on  a 

lim  6,„  {X  +  ::)  =  lim  9„,  {x), 


>)  Hermite,  Conrs  d'analyse  à  l'École îwhjUchniqne,  p.  4;. 
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OU 

t-  {x  +  ^)  =  t-  X. 

101.  La  formule  (1)  du  parap,Taphe  précédent  donne  encore  lieu 
à  une  observation  importante  : 
Les  deux  séries 


A=o  ^  _  (2A-  --h  1)  -      ''■=»  X  +  {2k  +  1)  ;; 

sont  divergentes;  mais  si  on  désigne  par  S,„,  Sô,  les  sommes  respec- 
tives des  m  premiers  termes  de  ces  séries,  la  somme  S„,  +  S,',, 
lorsque  m  augmentera  indéfiniment,  aura  pour  limite  —  tg  x.  Si 
l'on  prenait  des  nombres  différents  de  termes  w,  n  dans  les  deux 
séries  et  si  l'on  faisait  augmenter  indéfiniment  m  et  îi,  rien,  dans  ce 
qui  précède,  n'autorieerait  à  penser  que  la  somme  S,„  +  S«  dût  tendre 
vers  —  tg  X,  ou  vers  quelque  autre  limite. 

Au  contraire,  les  séries  dont  les  {k  ■+•  iy^"'<'^  termes  sont  respec- 
tivement : 

ri  ^1      n^ X ^ 

1^.^  +  (2fc  -M)  ^       {2k  +  iy-j       {2k +  1)  ^x  +  (2  A-  +  if^  ^ 
(A-  =  0,  1,2,...) 

sont  absolument  convergentes  (i)  (§  65)  ;  en  désignant  par  Z,„,  Z,'  les 
sommes  respectives  de  leurs  m  et  n  premiers  termes,  on  est  assuré 
que,  de  quelque  façon  que  l'on  fasse  croître  indéfiniment  î)i  et  n, 
la  somme  2,„  +  Il  tend  vers  une  limite  ;  cette  limite  est  d'ailleurs 
—  tg  X,  comme  on  le  voit  en  faisant  m  =.  n. 

Si  l'on  suppose  maintenant  ?)*-  =  n  +  |3,  p  étant  un  nombre  entier 


(')  C'est  l'applicalion  à  un  cas  particulier  d'un  procède  très  général  dû  à  M.  Mitta^- 
Letfler  :  Sur  la  représentation  analytique  des  fonctions  monogénes  uniformes  d'une 
indépendante  (Acta  matltcmatica,  t.  IV,  p,  1). 

Tanne»  Y.  —  TMorie.  11 
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positif,  OU  aura 

Zn^,  +  s:  ~  (s„+^  +  s;o 

1  1 


...  4- 


et  il  est  aisé  de  voir  (§  49)  qu'on  peut  faire  augmenter  n  et  p  indé- 
finiment de  telle  façon  que  le  second  membre  dépasse  tel  nombre  que 
l'on  voudra  :  dans  ces  conditions  il  est  clair  que  S„+p  +  SI  ne  pourra 
avoir  —  ig  x  pour  limite. 

On  peut  aller  un  peu  plus  loin  ;  on  montrera  en  effet  (§  104)  que 
si  l'on  pose 

(p  (?i)  est  un  nombre  positif,  croissant  avec  n  et  tendant  vers  une 
limite  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  On  en  conclut  que  la  somme 


[_2n  +  1  "^  ■••  "^  2n  +  2p  —  ij 


1  ,      n  +  p 
peut  se  représenter  approximativement  par  -  log et  que  si  p 

p 
et  n  augmentent  indéfiniment  de  telle  façon  que  le  rapport  -  ait  pour 

limite  le  nombre  h,  on  aura 

lim  (S„+p  +  s;,)  =  —  tg.x  —  -  log  (1  +  h). 

102.  Je  vais  maintenant  montrer  que  la  somme  de  la  série 

,  ,  m.        m(m  —  1)   ,  w(m — l)...(r)i — p+1)   „ 

où  m  est  un  nombre  quelconque  et  x  un  nombre  dont  la  valeur  absolue 
est  plus  petite  que  un  est  égale  à  (1  -1-  x)"'  (^). 


(»)  Le  mode  de  démonslralion  que  je  développe  ici  est  dû  à  Abel  :  Recherches  sur  la 
sé.ie  1  +  Y  ^  -f-  ^"^~     ^*  +  -  (Œttvres,  2=  éd.,  t.  I,  p.  219.) 
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Désignons  en  effet  cette  somme  par  9  (ni)  et  multiplions  la  série  (i) 
par  la  série 


On  peut  appliquer  la  règle  du  paragraphe  58,  puisque  les  séries  (1),  (2) 
sont  absolument  convergentes;  on  aura  ainsi 

9  (nj)  X  ?  (n)  =  1  +  AjO?  +  A^a;*  +  A^xp  +  ..., 

en  posant  : 

m  +  n  ■  • 


1 

m  (m  —  1)       m     n       n  (n  —  l) [m  +  n)  {m  -h  n  —  1) 


11  1.2  J.2 


.    m  {m  —  l)...(m — p  +  1)      m{m  —  '[)...{m—p-\-2)n 

^~  1.2...2J  ^"^  (1.2...P  — 1)  f"^'" 

m  {m  —  1)  ...  (m  — p  +  i  +  l)n  (n  —  1)  ...  ()i  —  i  -h  1) 
"^  1.2  ....(p  — 0  1.2. ..i  "^  "* 

n  {n  —  1)  ...  (n  — p  +  l) 
■*"  1:2:::^ 

On  peut,  par  induction,  écrire  la  formule 

(m  +  n)  {m  -\-  n  —  l)  ...  (m  +  n  — p  +  1) 

"^  1.2... p 

et  chercher  ensuite  à  établir  l'identité 

1(m  +  n)  {m  4-  n  —  1)  ...  {m  4-  n  —  p  +  1) 
p 
=zm{m — 1) ...  {m—p  +  1)  +  -  m  (m  —  1) ...  {m—p  ^-2)n 
^o;..                       ^Up  —  l)...(p-i+\)     ,         ,,      ,  .      ,, 

)  -h...-h'-^ riT^ -}n{m—l)...{m—p  +  t+l) 

Xn{n—l)...{n  —  i-\-l) 
\  +  ...  -h  ?i  (n  —  1)  ...  (n  —  p  +  1), 
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OU,  SOUS  une  forme  plus  facile  à  retenir,  en  faisant  en  général 


[a]  =  a  (a  —  1)  ...  {a  —  i 
ni  -+-  n]    :=.  l'in]    •+■  —  [m]  n  - 


1.2  .. 


H' 


mais  l'identité  (3)  peut  se  démontrer  sans  calcul;  en  effet,  le  procédé 
même  que  l'on  a  employé  prouve  qu'elle  est  vraie  lorsque  tn  et  n 
sont  des  nombres  entiers  supérieurs  à  p,  car  alors  il  est  clair  que  le 
produit  du  développement  de  (1  +  x)'"  par  (1  -h  a;)"  doit  être  égal, 
terme  pour  terme,  au  développement  de  (1  +  ic)'""^  ". 

D'ailleurs  les  deux  membres  de  l'identité  à  établir  (3)  sont  des 
fonctions  entières  du  degré  })  de  m  et  de  n  ;  donnons  à  m  une  valeur 
entière  quelconque  supérieure  à  jj  et  supposons  les  deux  membres 
ordonnés  par  rapport  à  n  ;  ils  deviendront  assurément  égaux  si  l'on  y 
suppose  ?i  =  |)  +  1,  jj  +  2,  jj  +  3,  ...  :  mais  deux  polynômes  entiers 
par  rapport  à  n  ne  peuvent  être  égaux  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  la  variable  sans  que  leurs  coefficients  soient  égaux;  donc  les 
différents  coefficients  des  diverses  puissances  de  n,  coefficients  qui 
sont  eux-mêmes  des  polynômes  entiers  en  m  sont  égaux  pour  toutes 
les  valeurs  entières  de  m  supérieures  h  p;'û  résulte  du  même  théorème 
que  ces  polynômes  sont  identiques,  et  l'identité  (3)  est  démontrée, 
pour  toutes  les  valeurs  de  m  et  de  n;  le  produit  des  deux  séries  (i) 
et  (2)  est  donc 

m  4-  n          (m  +  n)  (m  +  n  —  1)    . 
1  H —  X  +  ■ \— X-  +  ... 

(m  +  n)  (m  -\-  n  —  1)  ...  (m  +  n  —  p  -h  l) 
1.2  ...  p 

c'est  à  dire  9  {ui.  4-  n)  ;  en  d'autres  termes  on  a 

(4)  5  (///)  X  9  (n)  —  0  (w  +  n). 

Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  fixe,  la  somme*  de  la  série  (1)  est, 
comme  on  l'a  vu  (§  91),  une  fonction  de  m  continue  dans  tout  inter- 
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valle;  à  cause  de  la  propriété  de  cette  fonction  définie  par  l'équation  (4), 
la  fonction  ç  est  (§  82)  de  la  forme 

ç  (Wi)  =:  A"S 

A  étant  une  certaine  constante  positive,   qu'on  déterminera  immé- 
diatement en  faisant  m  =  i;  on  aura  alors 

A  ==  <p  (1)  =  1  +  ce; 
l'égalité 

(5)       (1  +  xy^  =  l  +  -x  +  -~^ -^  X' 

m  (m  —  1)  ...  (m  —  p  -h  1) 

+  ...  H ^ f— ^ ^ ^  x^'  +  ... 

1.2  ...  p 

est  donc  démontrée  quel  que  soit  m,  pourvu  que  la  valeur  absolue 
de  X  soit  inférieure  à  un. 

Notons,  comme  cas  particuliers,  les  formules 

/,  N  ,        ^î  9H  (m  +  1)    „ 

(1  _  a;)-'"  =  i+-x+         j  g        x'  +  ... 

m  (m  +  l)  ...  (ni  +  p  —  1) 
ou,  lorsque  vi  est  entier, 

'•^'^'•'(^-^)  =  1.2.3  ...  (m  -  1)  +  2.3.4  ...  mx 

(1  -  a;)™ 

+  3.4.5  ...  {m  +  1)  03^  +  .;. 

+  (p  +  1)  {p  +2){p  +  3)  ...  {p  +  m  —  l)xP  +  ...  ; 
1  ,        1     ,        1.3    ^        1.3.5    , 


^/l  __^2  2  2.4  2.4.6 

1.3.5  ...(2^-1) 
^        2.4.6  ...2p  ^  •■• 

103.  On  peut  déduire  de  la  formule  (5)  du  paragraphe  précédent 
le  développement  de  log  (1  +  x)  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x,  développement  qui  est  valable  tant  que  l'on  a  ]  d?  |  <:  1 . 

On   a  montré  en  effet  (§  94)  que  log  (1  +  x)  était  la   limite, 
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pour  a  :=  0,  de 

-[(l  +  :c)^-l]; 
a 

or  cette  expression,  pour  les  valeurs  de  x  dont  la  valeur  absolue  est 
moindre  que  un,  peut  se  développer  en  série  procédant  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  x;  on  trouve  qu'elle  est  égale  à 


^_a_4..(.-,(.-;)f-... 


Je  supposerai,  pour  simplifier,  que  a  tende  vers  zéro  par  des  valeurs 
positives;  il  est  clair  alors  que,  en  supposant  a  -<  1  et  en  désignant 
par  ^  un  nombre  compris  entre  [  a?  |  et  un,  les  termes  de  la  série 
précédente  seront,  en  valeur  absolue,  moindres  que  les  termes  de  la 
série  convergente 

1  ^  2  ^  3  ^  ••■  ^p  ' 

il  est  prouvé  par  là  (§  91)  que  la  somme  de  la  série  (1)  est  une 
fonction  continue  de  a,  on  obtiendra  donc  la  limite  vers  laquelle  elle 
tend  lorsque  a  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  en  faisant 
simplement  a  =  0  dans  tous  les  termes.  On  a  donc,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  —  1  et  +  1, 

(2)     log  (1  +  ^)  =^  -  1  +  I'  -  ...  +  (_  1/- .  î!  +  ... 

Le  second  membre  est  encore  convergent  pour  j:*  =  1  ;  il  résulte  d'une 
proposition  qui  sera  établie  plus  tard  que  la  somme  de  la  série 

111  (—  1)"-' 


12        3  p 

est  encore  log  2;  pour  x  =:  —  4  le  second  membre  de  l'équation  (2) 
est  une  série  divergente  (§  49)  ;  au  surplus  log  (1  +  x),  pour  x  =  —  1, 
n'a  pas  de  sens. 
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Si   dans   l'équation   (2)   on   remplace  x  par  —  x^  on   trouve,   en 
supposant  toujours  |  a?  |  <;  1, 


,o,a-.)  =  -^-|_f_. 

•  ; 

on  a  donc  encore 

logl+'^_3  A',.^V.   ^' 

\. 

'l-^-~il    '    3    '    5  '^- 

/' 

en   remplaçant   dans    cette    formule  x  nar — 

—  ■>  on  obtient  la 

formule  suivante  qui,  lorsqu'on  y  regarde  n  comme  un  nombre  entier 
positif  et  h  comme  un  nombre  plus  petit  que  un,  permet  de  justifier 
la  règle  bien  connue  pour  l'interpolation  et  qui,  lorsqu'on  y  fait  A  :=  4, 
permet  de  calculer  de  proche  en  proche  les  logarithmes  des  nombres 
entiers 


log(u  +  /i) 


r    h        1      h'         1      /i»  -] 

—  log  H  ^  2 1 i f-  ...     . 


104.  Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  suppose  /t  =  1,  que  l'on 
remplace  successivement  n  par  les  nombres  1,  2,  3,  ...,  n  —  1,  puis 
que  l'on  ajoute  membre  à  membre,  on  trouve  : 


log 


?i — 2  r 


-^1 

n  —  1 J 


"J.         1 

3'  '^  5^ 


(2îi  —  1)'_ 

1 
(2?i  —  1)^_ 


(2 


n  -  1)  J 


La  forme  même  du  .second  membre  montre  qu'il  augmente  avec  n  ; 
mais  on  voit  bien  aisément  que  chaque  terme  entre  crochets  est 

1 

moindre  que  le  précédent  multiplié  par  — et  que,  par  suite,  en  dési- 

o 

gnant  par  A  la  somme  de  la  série  convergente 

1 


1        1 

3^  "^  5^ 


(^2n  —  1)'' 
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2  A 
ce  second  memJn'e  reste  plus  petit  que  le  produit  par  —  de  la  somme 

de  la  séi-ie  convergente 

1  1  9 

11  résulte  de  là  que,  lorsque  ?i  augmente  indélinimenl,  le  premier 
membre  tend  vers  une  limite;  on  en  conclut  sans  peine  qu'il  en  est 
de  même  de  la  dilTérence 

1  +-+...  H log  n. 

2  II 

Cette  dernière  limite  porte  le  nom  de  constante  d'Euler;  sa  valeur  est  : 

C  =  0,577  215  664  901  532  5  ...  (i). 

Cet  important  résultat  met  bien  en  lumière,  sur  un  exemple 
particulier,  la  possibilité  d'approcher  d'une  limite  quelconque,  en 
intervertissant  l'ordre  des  termes  d'une  série  non  aljsolument  conver- 
gente (§  60)  ;  si  l'on  pose  en  efTet 

S„  =  l  +^-+-  ^+  ...  -i'j^  =  'io'-n  +  C  +  ç  (n), 


3        5  2>i  —  1 

..11  11. 

^-  =  2^4-^--^2n  =  2''" 

ç  (h)  étant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  quand  n  croit  indéfiniment, 
on  aura 

=  log2n  —  -  logu—  -  logp  +  9  (2n)  —  -9  (n)  —  -  9  (p) 

=  log  2  +  -  log  'j  +  9  (2,?)  -  -  9  (n)  -  l  9  iP\ 
et  il  est  clair  que  si  n  et  p  augmentent  indéfiniment  de  façon  que  le 

C)  Euler  :  Institvtiones  calculi  differentialis,  i  \k'i. 
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n 
rapport  -  tende  vers  une  limite  /«,  la  limite  du  second  membre  sera 
P 

lo-  -2  +  -  loy  /*. 

Les  exemples  qui  précèdent  suffisent  pour  faire  pressentir  au  lecteur 
l'importance  et  l'intérêt  que  présentent  les  séries  qui  procèdent  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  d'une  variable;  ils  justifient  l'étude 
que  l'on  va  faire  de  ces  séries  considérées  en  elles-mêmes,  indépen- 
damment des  fonctions  particulières  qu'elles  peuvent  représenter. 

103,  Étant  donnée  une  suite  infinie  de  nombres 

Mo,         Mj,         t^2,  ...,         Un,  ... 

Considérons  la  série 

(1)  iIq  +  UiX  +  u,  x^  -\-  ...  +  n„  X"  +  ... 

Deux  théorèmes  essentiels  ont  été  établis  par  Abel  (i);  voici  le 
premier  : 

Si,  pour  X  =  «,  les  termes  de  la  série  (1)  restent  finis;  en  d'autres 
termes,  s'il  existe  un  nombre  positif  A  tel  que  l'on  ait,  quel  que  soii' 
le  nombre  entier  positif  n, 

I  u„  a"  I    <;  A, 

la  série  (1)  est  absolument  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  celle  de  a. 
En  effet,  pour  toutes  ces  valeurs,  la  série 

,_.  _  00         CO"  00 

(2)  1 +_++...+       +,. 

est  absolument  convergente;  or  le  rapport  des  valeurs  absolues  des 
(n  +  1)'^'»<=^  termes  des  deux  séries  (1),  (2),  à  savoir  |  u„  a"  \  est 
inférieur  à  A;  donc  (§65)  la  série  (1)  est  absolument  convergente. 


M          m  {m  —  i) 
(1)  Remarques  sur  la  série  i  +  j  ce  -i — - —  a;^  -t-  ...  (Œîivres,  2<^  éd.,  I.  I.  p.  223). 
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106.  Dans  les  nièmes  conditions,  la  série 

(1)  Uq  -+■  Hj  X  +  u^  oc^  -\-  •■■  -+■  «n  x"  +  ••• 

est  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle  (p,  q)  dont  les 
limites  sont,  en  valeur  absolue,  inférieures  à  a. 

En  effet,  si  h  est  un  nombre  positif  plus  petit  que  \  a  \,  mais  plus 
grand  que  [  j3  |  et  |  q  1,  les  termes  de  la  série  (1),  pour  toute  valeur 
de  X  appartenant  à  l'intervalle  (p,  q)  sont,  en  valeur  absolue,  plus 
petits  que  les  termes  correspondants  de  la  série  convergente  à  termes 
positifs 

I  "o  i  +  I  «i'^  I  +  1  ^'i^''  i  +  •••  +  i  ^'n^"  I  -*-  •••; 

de  là  et  de  ce  que  x"  est  une  fonction  continue  de  x,  il  résulte  que  la 
somme  de  la  série  (1)  est  une  fonction  continue  de  x  dans  Tinter- 
valle(p,  g)(§91). 

107.  En  particulier  si,  pour  x  =  a,  la  série 

(1)  iiç^  +  n^x  +  iL^x^  +  ...  +  u„X"  -h  ... 
est  convergente,  les  termes  de  la  série 

(2)  «0  4-  Hjrt  -h  «,0-  +  ...  4-  i(„a"  +  ... 

tendenl  vers  zéro  quand  leur  rang  n  croît  indéfiniment;  ils  sont 
donc  tous  inférieurs  à  un  certain  nombre  positif  A  ;  la  série  (1) 
est  donc  absolument  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  infé- 
rieures à  a,  en  valeur  absolue;  elle  est  uniformément  et  absolument 
convergente  dans  tout  intervalle  {p,  q)  dont  les  limites  sont,  en  valeur 
absolue,  inférieures  à  a  ;  mais  il  y  a  plus,  et  c'est  en  cela  que  consiste 
le  second  théorème  d'Abel  que  j'ai  annoncé,  la  série  est  uniformément 
convergente  dans  tout  intervalle  qui  admet  pour  une  de  ses  limites  le 
nombre  a  lui-même,  l'autre  limite  étant  un  nombre  inférieur  à  a  en 
valeur  absolue;  je  démontrerai  la  proposition  en  prenant  zéro  pour  la 
seconde  limite  et  je  désignerai  par  (0,  a)  l'intervalle  considéré  ('). 
Soit  £  un   nombre   positif  quelconque  ;    puisque   la   série   (2)  est 

(')  On  diivrait  (g  72)  érrire  {a,  0),  si  a  était  nccçatif. 
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convergente,    au   nombre  s  correspond   (§  41)    un    nombre    entier 
positif  p,  tel  que  sous  la  condition  n  ^  j?,  chacune  des  sommes 


it„  a" 


soit  en  valeur  absolue  inférieure  à  s.  D'un  autre  côté,  si  x  désigne  un 
nombre  compris  entre  zéro  et  a,  pouvant  d'ailleurs  être  égal  à  l'un 
ou  l'autre  de  ces  nom])res,  les  quantités 


x"       x"-^^  a?" 

a"        «"  +  '  a" 


forment  une  suite  de  nombres  positifs  (ou  nuls),  décroissants  (ou 
égaux),  inférieurs  (ou  égaux)  à  un;  par  conséquent  (§  70),  la  somme 


u„ 

.a" 

X" 

a" 

+ 

ii„ 

.+1 

iCl" 

+  1 

+ 

u 

-h 

Un  +  i  ft" 

a' 

...    +   Un  +  iX"-^' 

est,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (0,  a)  et 
quels  que  soient  les  entiers  positifs  i  et  n^p,  inférieure  à  e  en 
valeur  absolue,  cela  suffit  (§  89)  à  prouver  que  la  série  converge,  ce 
que  l'on  savait  déjà,  et  qu'elle  converge  uniformément  dans  l'inter- 
valle (0,  a). 

Il  résulte  de  là,  et  de  la  continuité  de  la  fonction  x",  que  la  somme 
de  la  série  (1)  est  une  fonction  continue  de  x  dans  l'intervalle  (0,  a) 
(§§  75,  91)  :  cette  somme  a  donc  pour  limite  la  somme  de  la  série  (2) 
lorsque  x  tend  vers  a  par  des  valeurs  plus  petites  que  a  en  valeur 
absolue  (*). 

Par  exemple  la  série 

X       x^       x^  ,    x" 


(')  Je  n'ai  fait  qu'amplifier  ici,  afiu  d'en  faire  ressortir  toutes  les  pari  les,  la  démons- 
traliou  qu'Abel  a  donnée  en  cinq  lignes.  Le\eune-ï)iTich\el(Journalds Liouville,^' série, 
t.  VII,  p.  251)  a  n^is  sous  une  forme  un  peu  difTérente  la  démonstration  du  même  tliéorèm". 
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a  pour  somme  log-  (1  -f-  x),  lorsque  x  est  compris  entre  —  i  et  +  1  ; 
il  résulte  du  théorème  précédent  et  de  la  continui'é  de  la  fonction 
log-  (1  +  a;),  que  la  somme  de  la  série  convergente  (§  69) 

(6)  l_^^l  +  ...±i,p... 

est  égale  à  log  2. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  faire  remarquer  qu'on  n'aurait  pas 
le  droit  de  conclure  la  convergence  de  la  séi'ie  (6)  de  ce  que  la  série  (5) 
est  convergente  quand  |  ce  |  est  plus  petit  que  un  et  représente  la 
fonction  log  (1  +  x),  continue  pour  a?  =  1.  On  a  par  exemple, 
pour  I  ce  I  <:  1, 

1  ,  . 


le  premier  membre  est  une  fonction  continue  pour  x  =  —  1  ;  et 
pour  cette  même  valeur  de  x,  le  second  membre  est  une  série 
divergente. 

On  aperçoit  de  suite  la  vérité  des  propositions  suivantes. 

La  série  (1)  est  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle 
limité  d'une  part  par  le  nombre  a,  de  l'autre  par  un  nombre  plus 
petit  que  a  en  valeur  absolue. 

Si  une  série  telle  que  (1)  est  convergente  pour  deux  nombres  (o,  &), 
elle  est  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (a,  h);  sa  somme 
est,  dans  cet  intervalle,  une  fonction  continue  de  x. 

Mais  il  convient  de  remarquer  que  la  convergence  de  la  série  (l), 
pour  x  =  a,  n'entraîne  pas  la  convergence  de  cette  série  pour  x  =  —  a, 
cemme  on  le  voit  sur  la  série  (5),  convergente  pour  x  =  i,  divergente 
pour  X  =  —  1 . 

108.  Si  une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  la  variable  x  contient  un  terme  indépendant  de  x  et  est 
convergente  pour  d'autres  valeurs  de  x  que  zéro,  il  existe  un  nombre 
positif  s  tel  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  à  £  en  valeur 
absolue,  la  somme  de  la  série  soit  différente  de  zéro. 

Soit  en  effet 

f(x)  =  Vp  +  u^x  +  i(,x-  +  ... 
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la  série  proposée,  convergente  tant  que  l'on  a 

\  X  \  <z  a,       (a  >-  0), 
et  supposons 

La  somme  f{x)  de  la  série  est  une  fonction  continue  dans  tout 
intervalle  ( —  b,  h)  tel  que  l'on  ait 

0  <:?><:  a; 
on  a  d'ailleurs 

A  tout  nombre  positif  a  moindre  que  |  it„  |  correspond  donc  un 
nombre  positif  s,  que  l'on  peut  supposer  moindre  que  b  et  tel  que, 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  moindres  que  s  en  valeur  absolue,  on  ait 

I  f{00)  —  iio  I  <a 
et,  par  conséquent, 

I  n^)  I  >  I  "o  I  -  a  >  0  0). 

On  donnera  d'ailleurs  bientôt  (§  ilO)  une  limite  inférieure  de  la 
valeur  absolue  des  nombres  qui  peuvent  annuler  f{x). 

109.  Il  résulte  de  ce  tbéorème  que,  si  deux  séries 

Uq  +  ttjiC  +  ...  +  u^x"  +  ..., 

^'o  +  v^X  +  ...  4-   r„.«"  -h  ..., 

convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  x  plus  petites  en  valeur 
absolue  que  le  nombre  positif  a,  ont  même  somme  pour  une  infinité 
de  valeurs  distinctes 

plus  petites  que  a  en  valeur  aljsolue,  différentes  de  zéro  et  telles  que 
l'on  ait 

lim  X,,  =  0, 


(')  Il  ne  sera  peut-ùlre  pas  iaulile  de  faire  remarquer  ca  passant  ijuc.  quels  que 
soient  les  signes  des  nombres  A,  15,  l'inesalité  |  A  +  B  |  <C  entraîne  les  inégalités 
1  A  |<  I  B  1  +  C,      1  B  |<  I  A  I  +  C. 
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elles  sont  identiques,  c'est  à  dire  que  l'on  a 


Supposons  en  effet  les  n  premiers  coefficient!  égaux  dans  les  deux 
séries,  mais  «„  différent  de  t\,  la  série 

("«  —  O  *"  +  (""  +  1  —  ^'«4-1)  -z"'"^'  +  ••• 

aurait  une  somme  nulle  pour  l'une  quelconque  des  valeurs  x^,  .Tj,  ... 
attribuées  à.  x;  il  en  résulterait  que  la  série 

(n„  —  r„)  +  («„+!  —  r„4.,)  x  -h  ..., 

dans  laquelle  le  premier  terme  (?/„  —  t'„)  n'est  pas  nul,  aurait  aussi 
une  somme  nulle  pour  x  =  x^,  x^,  ...,  ei  par  conséquent  pour  des 
valeurs  de  x  aussi  voisines  de  zéro  qu'on  le  voudrait,  ce  que  l'on  a 
démontré  être  impossible. 

Si,  par  conséquent,  une  fonction  f{x)  peut,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  inférieures  en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  «,  être  repré- 
sentée par  une  série  qui  procède  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x,  elle  ne  peut  l'être  que  d'une  façon. 

Si  une  telle  fonction  s'annule  pour  x  =:0,  dans  la  série  qui  la 
représente,  le  terme  indépendant  de  x  doit  être  nul,  en  vertu  du 
paragraphe  précédent;  plusieurs  des  coefficients  qui  suivent  peuvent 
aussi  être  nuls;  ils  ne  peuvent  d'ailleui^s  l'être  tous,  si  la  fonction 
n'est  pas  constamment  nulle;  si  le  premier  coefficient  qui  n'est  pas 
nul  est  le  coefficient  de  x",  on  .voit  que  la  série  qui  représente  f\x) 
sera  de  la  forme 

tt„  X"  ■+•  iin+i  a?"+*  +  M„+2  a?"+-  +  ...  =  a;"  9  {x), 

en  posant 

0   {x)  =  U„   +   Un  +  l  OC    +   W„  +  2  X^    +    ... 

la  série  ç  (.c),  dont  le  premier  terme  it„  n'est  pas  nul,  est  convergente 
entre  les  mêmes  limites  que  la  série  qui  représente  f  {x). 

110.  Soit 

f  {x)  =z  Mo   -f-   U^X   +  U,X-  +    ... 

une  série  qui  procède  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x, 
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convergente  pour  les  valeurs  de  x  inférieures  en  valeur  absolue  à  un 
certain  nombre  positif,  et  dans  laquelle  enfin  u^  est  difl'érent  de  zéro. 

1 

Il  résulte  du  paragraphe  108  que  l'expression  - — -  a  un  sens  et  est 

continue  pour  les  valeurs  de  x  suffisamment  voisines  de  zéro. 

Je  vais  montrer  qu'il  existe  un   nombre   positif  a  tel   que   dans 

1 

l'intervalle  ( —  a,  a)  l'expression  -7—  soit  développable  en  une  série 

qui  procède  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x.  Cela 
résultera  de  la  proposition  suivante  : 
Soit 

(-,  {x)  =  l  -\-  a^  X  -{-  a^  x^  +  ...  +  a^  X"  +  ... 

une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x, 
et  pour  laquelle  les  coefficients  a^,  a^,  ...,  a„,  ...  soient,  en  valeur 
absolue,  au  plus  égaux  à  1  ;  cette  série  sera  manifestement  conver- 
gente pour  les  valeurs  de  x  inférieures  à  un  en  valeur  absolue.  Je  dis 
qu'il  existe  une  série 

(^  (a;)  =  1  +  h^x  +  h^^X'  +  ...  ■+■  6„  a?"  +  ... 

1 

convergente  pour   toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  à  -  en  valeur 

absolue  et  telle  que  l'on  ait,  pour  toutes  ces  valeurs, 

?  (.x)  X^  {x)  =  1. 

Si  la  série  à  {x)  existe,  le  produit  9  (a?)  X  ^  {oc)  pourra  se  repré- 
senter (§  58)  par  la  série 

i  +  c,  a?  -t-  C2  a?^  +  ... 
en  posant 


c„  =  a,,  H-  rt„_,  b^  +  ...  +  tti  b„_i  -h  &„, 

et,  en  vertu  du  paragraphe  précédent,  on  doit  avoir 

c,  —  0,       c,  =  0,  ...,       c„  =  0,  ...; 
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ces  équations  déterminent  les  coefficients  b^,  h^,  ...,  h,„  ...,  et,   en 
vertu  de  la  supposition, 

I  a J  ^  1      (n  =  1,  2,  3,  ...) 

les  équatiorts  précédentes  donneront  pour  />,,  b.^,  ...,  b,„  ...  des  valeurs 
qui  devront  satisfaire  aux  inégalités  que  voici  : 

I  M  ^  1, 

1  6J  ^  1  4-  1  ou  2, 

I  ^3  I  ^  1  +  1  +  2  ou  2% 

I  &„  I  ^  1  +  1  +  2  +  2^  +  ...  +  2"-'  ou  2"-', 

or  la  série  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  qui  vérifient  ces 

1 

inégalités,  est  absolument  convergente  tant  qu'on  a  |  a;  |  <;  -  ;  son 

produit  par  ç  (x)  est  bien  égal  à  un,  si  les  coefficients  vérifient  les 
équations 

Cj  r=  0,         C,  =r  0,   ...,         C„  =  0,   ... 

Il  .suit  de  là   que   l'équation  '^  (x)  =z  0  n'a   pas   de   racine   entre 

11  1 

—  ;;  et -5  et  que,  dans   cet   intervalle,   la  fonction  — -, —  peut   être 
2      2  "^     '  9  {x) 

développée  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et 

positives  de  x. 

Si  maintenant,  on  se  reporte  à  la  série  proposée  f  {x),  on  voit,  en 

y  remplaçant  x  par  A;;,  qu'elle  prend  la  forme 


f{k 


:;)  =  uAl  +  -^  z-h  ...+  -^~  ;"  +  ...    ; 
\  «0  Wo  J 


'expression  \/     —    pour  >i  =  1,  2,  3,  ...,  l'expression  -jjj-rr  pourra 


si  le  nombre  k  est  inférieur  à  toutes  les  valeurs  que  peut  prendre 

1 

être  développée  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières 

1 

et  positives  de  ;,  valable  tant  que  l'on  aura  |  ;  |  <:  -;  par  conséqueni 

l'expre.ssion  - — -  sera  développable  en  une  série  procédant  suivant  les 

f{x) 
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puissances  entières  et  positives  de  x,  valable  tant  que  l'on  aura  |  x 
<: -■>  en  sorte  que  la  valeur  absolue  de  la  plus  petite  racine  de 
l'équation 

/■(^)  =  o 

est  certainement  supérieure  à  -  • 

Quant  à  l'existence  du  nombre  /.•,  elle  s'établit  comme  il  suit;  soit  a 
un  nombre  positif  pour  lo(piL'l  la  série  f  {x)  soit  convergente,  on  aura 

lini  I  u„  I  «"  =  0, 

et,  par  suite,  on  peut  prendre  p  assez  grand  pour  que,  sous  la 
condition  n  ^  p,  on  ait 

I  "„  I  «"  <  I  «0  N 
il  suffira  dès  lors  de  prendre  k  plus  petit  que  a  et  que  les  nombres 


-I'  i/N'  i7l-l'-  V/I^l- 

Si  l'on  considère  maintenant  une  expi'ession  de  la  forme  ^^^-^> 

f{x) 

où  f  (x)  a  le  même  sens  que  précédemment  et  où  ç  (x)  désigne  une 
fonction  développable  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x,  convergente  pour  les  valeurs  de  x  qui  sont, 
en  valeur  absolue,  inférieures  à  un  certain  nombre  positif,  les  deux 

1 

séries  qui  représentent  ç  (x)  et  —— -^  seront  absolument  convergentes 
^  f{x)  ^ 

pour  les  valeurs  de  x  moindres  en  valeur   absolue   qu'un    certain 

nombre  positif  a;  en  les  multipliant,  on  arrivera  à  une  égalité  de 

la  forme 

i-^ —  =  r.  -4-  V.X  -4-  v^x^ 


=:  l\  +   l\X  ~h  V^X'  +   ...   -h  V,^X" 


qui  sera  valable  pour  ces  valeurs  de  x.  La  règle  de  la  multiplication 
montre  d'ailleurs  que  les  p  premiers  termes  de  la  série  qui  ligure 
au  second  membre  ne  peuvent  être  nuls  que  si  les  p  premiers  termes 

de  la  série  cp  (x)  sont  nuls. 

Tanneev.  —  Théofie.  12 
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Supposons  mainfenant  que  f  (x)  soit,  toujours  développable  en  une 
série  qui  procède  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x, 
mais  que  cette  fonction  s'annule  pour  x  =  0;  elle  pourra  se  mettre 
sous  la  forme  a?"  6  (x),  en  désignant  parn  un  nombre  entier  positif 
et  par  ^  (x)  une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x  dans  laquelle  le  ternie  indépendant  de  x  n'est  pas  nul; 
on  aura  alors,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  en  valeur 
absolue  à  un  certain  nombre  positifs,  une  égalité  de  la  forme 

f^  =  W    +    W.X   -H    W,X-  +    ...   +   W„X"  -h   ... 

et  par  conséquent,  pour  ces  rnèrnes  valeui's  de  x,  sauf  la  valeur  zéro, 

?  {3C)        W,  fCj  r„_, 

■77-r  =  —  +  —"4  +  •••  -1 f-  '^.  +  "'«  +  1  X  +  ... 

f{x)        X"        x"-^  X 

et  it'o  ne  sera  pas  nul,  si  l'on  n'a  pas  9  (0)  =  0. 

o  (x\ 
On  a  mis  ainsi  ' . .   ^  sous  la  forme  de  la  somme  d'une   fonction 
f[x) 

entière  en  -•> 

X 

'^  +  ^  +  ...  +  ^ 

X"        i»"-'  X 

qui,  d'après  une  proposition  bien  connue  concernant  la  façon  dont  se 
comporte  un  polynôme  entier  quand  la  variable  augmente  indéfini- 
ment, augmente  indéfiniment  quand  x  tend  vers  zéi'o  et  d'une  série 
it'„  +  u'„  +  i,  X  +  ...  dont  la  somme  est  finie  quand  x  est  suffisamment 
voisin  de  zéro. 

111.  Soit 

(1)  Uq  4-  u,  +  n,  4-  ...  -t-  u„  +  ... 

une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  de  la  variable  x,  qui 
procèdent  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x,  en  sorte 
que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  0, 1,  2, 3, ...,  attribuées  à  l'indice  i, 

(2)  u^  =  «;o  +  Ui^x  -h  ...  +  «,•„.?"  +  ...: 

supposons  que  toutes  les  séries  (2)  soient  absolument  convergentes 
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pour  X  =^  a^  a  étant  un  nombre  positif;  désignons  par  U^  la  somme 
de  la  série  (2)  lorsqu'on  y  remplace  x  par  a  et  chaque  terme  par  sa 
valeur  absolue,  en  sorte  qu'on  ait 

(3)  U;  =:  u\o  +  ^''i»  +    ■•■   +  H,'„rt"  +    ..., 

en  désignant  en  général  par  h-„  la  valeur  absolue  de  it,„.  Si  la  série 
à  termes  positifs 

(4)  U„  +  U,  +  U,  +  ...  -f-U„+  ..., 

est  convergente,  il  est  clair  que,  tant  que  x  appartiendra  à  l'inter- 
valle ( —  a,  +  a),  la  série  (1)  sera  uniformément  convergente  et  qu'elle 
définira  une  fonction  F  {x)  continue  dans  l'intervalle  ( —  «,  +  a). 
Je  vais  montrer  que  cette  fonction  peut  être  développée  en  une  série 
procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x^ 

F  {x)  =  l'o  +  VjO;  +  t\x^-  +  ...  +  i'„a;"  +  ... 

et  que  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  0, 1,  2,  ...,  attribuées  à  l'indice  n, 


(5)  ^„  =  2  ^''- 


le  second  membre  étant  d'ailleurs  une  série  convergente. 

Considérons  les  deux  séries  à  double  entrée  dont  les  termes  généraux 
sont  respectivement 

Les  indices  i  et  n  devant  prendre  indépendamment  toutes  les  valeurs 
0,  1,  2,  ...,  il  est  clair  que  les  valeurs  absolues  des  termes  de  la 
première  sont  plus  petites  que  les  valeurs  absolues  des  termes  de  la 
seconde  ;  mais  la  seconde  a  tous  ses  termes  positifs  et  est  convergente  : 
car  si  l'on  groupe  ensemble  les  termes  qui  répondent  à  une  même 
valeur  de  i,  on  trouve  pour  somme  U;  et,  en  ordonnant  ensuite  suivant 
les  valeurs  croissantes  de  i,  on  retrouve  la  série  (4)  ;  donc  la  série  à 
double  entrée  dont  le  terme  général  est  itj„iC"  est  absolument  conver- 
gente et  l'on  retrouvera  toujours  la  même  somme  de  quelque  façon 
que  l'on  groupe  les  termes.  En  groupant  ensemble  ceux  qui  répondent 
à  une  même  valeur  de  i,  on  trouve  pour  somme  Ui  et  en  ordonnant 
ensuite  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  i,  on  retrouve  la 
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série  (1)  dont  la  somme  est  F  (oc);  au  conti'airo,  en  g^roiipant  ensemble 
les  lertnes  (|ui  répcmdent  k  une  même  valeiic  t]o  n,  on  a  pour  somme 
1',,./;";  (irdonnant  enfin  par  )'ap|)ort  aux  valeui's  croissantes  de  n,  on 
aura 

F  (x)  =.  x\  4-  \\x  +  'i\^x'^  +  ... 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  est  bien  évident  que  le  théorème  qu'on  vient  d'établir  ne  suppose 
en  aucune  façon  que  les  séries  (2)  soient  illimitées;  elles  peuvent  se 
réduire  toutes  à  des  polynômes  et  sont  alors  toujours  convergentes. 
C'est  une  circonstance  qui  se  présente  dans  l'importante  proposition 
qui  fait  l'objet  du  paragraphe  suivant. 

112.  Soit 

(1)  f{x)  =  «0  +  a^x  +  a^x'^  +  ...  +  a„Xn  +  ... 

une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x; 
supposons  qu'elle  converge  pour  toute  valeur  de  x  inférieure  en  valeur 
absolue  au  nombre  positif  A. 

La  somme  f  {x)  de  cette  série  sera  une  fonction  continue  de  x  dans 
tout  intervalle  dont  les  limites  sont,  en  valeur  absolue,  inférieures  à  A. 

Ceci  posé,  désignons  par  x  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  x' 
soit  plus  petite  que  A  et  par  /(  un  autre  nondjre  dont  la  valeur 
absolue  //  soit  moindre  que  A  —  x' ,  en  sorte  que,  x  +  /t  étant 
inférieur  en  valeur  absolue  à  A,  la  série 

(2)  f(x  +  /()  =  «0  +  «1  {X  +  11)  +  «2  i-v  +  ^0"  +  ••• 

soit  convergente. 

Si  l'on  regarde  x  comme  donné,  le  second  membre  est  une  fonction 
de  /(,  définie  tant  que  la  valeur  absolue  de  h  est  inférieure  à  A  —  x' 
et  les  divers  termes  peuvent  être  remplacés  par  des  polynômes 
ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes  de/;;  d'ailleurs  si  l'on 
désigne  par  H  un  nombre  positif  inférieur  à  A  —  x\  la  série 

(3)  a'^  +  a\  {x'  +  H)  +  a',  {x'  +  H)'  +  ..., 

où  «,',,«!,  «1,  •••  désignent  les  valeurs  absolues  de  «„  «,,  a„  ... 
est  convergenle;  par  conséquent,  tant  que  l'on  a 

i  M  ^  H, 
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on  se  trouve  dans  les  circonstances  prescriies  pour  l'application  du 
théorème  du  paragraphe  précédent  :  la  variable  h  remplace  la 
variable  x,  H  remplace  a,  a^  {x  +  lif  remplace  n^  et  le  dévelop- 
pement ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  h  remplace  la 
série  ('2);  Ui^  doit  ainsi  être  remplacé  par 

i  (i  —  1)  ...  (i  —  ?i  +  1) 

'■      ~  —  x'-'\ 


1.2  ...n 
toutefois,  on  doit  avoir 

n  ^  i 

et  les  ternies  qui  ne  satisferaient  pas  à  cette  condition  doivent  être 
effacés.  Enfin  la  quantité  désignée  dans  le  paragraphe  précédent 
par  U^  n'est  autre  chose  que  a-  {x'  +  H)'. 

La  fonction  de  /i,  f  {x  +  h)  peut  donc  être  développée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  h,  et  le  coeflîcient  de  /i"  qui  remplace  le 
terme  v,^  du  paragraphe  précédent  sera  ici 

ri n  2^  '  ^'  ~  -^^  •••  ^'  —  ''  ■*■  ■^'  '*'^''~"' 

1 

la  quantité  multipliée  par  — ■>  écrite  plus  explicitement,  est 

n  (n  —  1)  ...  l.rt„  +  (n  +  1)  n  ...  2.a„+iX 
-\-{n-{-2)n...3.a,+2X^+---+{n+2)){:n-hp—l)...{p-hl)a„+p.xP-i-... 

C'est,  en  vertu  du  paragraphe  précédent,  une  série  convergente  tant 
que  I  a?  I  est  plus  petit  que  A. 

En  résumé,  on  est  parvenu  au  théorème  que  voici. 

Soit 

I  f  (x)  =  «0  +  u-iX  +  a,x-  +  ...  +  a„x"  -+-  ... 

une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x., 
convergente  pour  les  valeurs  de  x  qui  sont,  en  valeur  absolue,  infé- 
rieures à  A  ;  pour  ces  mêmes  valeurs  de  x,  les  séries 

/  f  (x)  =  «j  +  2ri,x  +  SctyX'-  +  ...  +  (n  +  1)  a„+^  x"  +  ...,  " 
l  f"  {x)  =  1.2«,  -+-  2.-Sa^x  +  ...  +  (n  +  1)  {n  -h  2)  a„  +  .,x"  -h  ..., 

II  '    

l  /'w')  (.r)  =  1.2  ...  pa„  +  2.3  ...  {p  +  1)  a,^,x  +  ... 

'  +  (n  +  l)  (n  4-  2)  ...  (n  -f-  p)  a„+,,x"  +  ... 
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sont  converçentes  et  l'on  a 

/  f  {x  +  /()  =  a^  +  fl,  {x  +  h)  +  a,  {x  +  hf  +  .. 


fix) 


1.2..   ^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  h  qui  satisfont  aux  conditions 
IV  1  a;  I  <  A,      1  i;  I  +  I  /,  I  <  A, 

le  signe  <;  excluant  l'égalité. 

Les  séries/"'  {x),  f  (x),  ...  sont  dites  dérivées  première,  seconde  ... 
de  la  série  f  (x). 

Il  convient  de  remarquer  que  loi's  même  que  la  série  (I)  serait 
convergente  pour  x  =  A,  on  ne  saurait  affirmer  la  convergence  des 
séries  (II)  pour  cette  valeur  de  x;  par  exemple  si  l'on  prend 


rw  =  ,,  +  2^,  +  . 

on  aura 

rw  =  'M  +  .. 

X 

.  -\ 

n 

la  première  est  convergente  pour  x  =  1,  la  seconde  est  divergente. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  se  donne  le  nombre  x  plus  petit  que  A  en 
valeur  absolue,  il  peut  se  faire  que  la  convergence  de  la  série 

s'étende  à  des  valeurs  de  /(  pour  lesquelles  on  ait 

|/i|>A-U|. 
.    Si  l'on  prend  par  exemple 

f{x)=l—x  +  x^  —  x'+...  =  —!^-^^      I  -^M  <  1. 
on  trouvera  sans  peine,  en  appliquant  les  formules  (II)  et  en  tenant 
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compte  des  formules  finales  du  paraij;raj)he  i02, 

en  sorte  que  l'équation  (III)  donnera 

1  1  /(  h^ 


f  IX  +  h) 


l  -h  X  +  h        l  +  X       (1  +  x)-       (1  +  xf 


résultat  que  l'on    aurait    d'ailleurs  pu    déduire    immédiatement   de 
l'identité 

1  1  1 


\  -i-  X  +  h        l  -{-  X  h 


1  +  X 

On  voit  par  là-même  (|ue  la  dernière  série  converge  tant  (juc  Ton  a 

\h\-=z\l  +  x\, 

tandis  que  les  inéi^alités  (IV)  auraient  donné  1  —  [  .r  j  pour  la  limite 
supérieure  de  |  /;  | . 

113.  Dans  le  cas  où  la  série 

f{x)  =  M„  -t-  U^X  +   U^X^  +   ... 

converge  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  il  en  est  de  même  des  séi'ies 
dérivées  f  (x),  f  (x),  ...;  si  l'on  applique  les  formules  (III)  du 
paragraphe  précédent  à  la  série 

on  trou^■era 

r  (,r}  =  r  U")  =  ...=[ (x)  =  c^ 

et  la  formule  (6)  donnera  alors 

gx+A  _  g.r  _^_     ■  f,,c  ^  —  c'-  +  ...  =  e^-  X  C. 
C'est  la  vérification  d'un  résultat  connu. 
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En  a|)pli([HaMt  les  nièincs  Ibrmules  aux  séries 

ar-  X*  X^ 


?  (X)  =  COS  07  =:  1  —  - 


2        1.2.3.4        1.2.3.4.5.6 


,   ,  .  X  x^  .'»' 

<li  [x)  =  Slll  3C  =:  -'  — 


1        1.2.3        1.2.3.4.5 
on  trouvera,  pour  les  séries  dérivées, 

9'(a?)=— d^(.r),    (^"{x)  =  —^{x),     ^"'{x)=à(x),     9'^  (a?)  =  9 (a?),..., 
^'(;r)  =  ç  (x),       ^"(■^)=-'K-^),    f  (•r)=-o(.r),-r  0^)='K-^), 

les  dérivées  se  reproduisent  ensuite  périodiquement  de  quatre  en 
quatre  ;  la  formule  (6)  donnera  alors 

,0{X  +  h)  =  0  {X)  (1  -  ^ 
ib  {x  -Y-  h)  =  <h  {x)  {  1 


1.2  ^  1.2.3.4        '") 

(h 

h' 

'  r273  "^ 

1.2  "^1.2.3.4        '") 

+  ?  {X)  (/*  - 

h' 
-  1.2.3  ■" 

ou 

(a) 

C'est  la  vérilication  annoncée  au  paragraphe  97 


^    o{x  +  h)  =  o  (,i)  9  {h)  —  J;  (£C)  <>  (/i), 

(     à  {X  +  h)  =  'b  (.r)  9  (/()   +   9   (.7')  '^  (/(). 


114.  On  a  vu  (§  108)  que  si,  dans  une  série  qui  procède  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable,  un  coefficient  n'est 
pas  nul,  il  existe  un  nombre  positif  loi  que  la  somme  de  la  série  soit 
différente  de  zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  la  varialjle,  autres  que 
zéro,  qui  sont,  en  valeur  absolue,  inférieures  à  ce  nombre. 

11  est  aisé  d'en  conclure  que  si 

f{x)  =  «0  ~h  ll^X  -h  11, X-  +  ... 

désigne  une  série  convergente  tant  que  l'on  a  |  x  |  -<  A,  A  élant  un 
nombre  positif,  et  dans  laquelle  tous  les  coefficients  n^,  Uj,  î/^,  ... 
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ne  sont  pas  nuls,  il  est  impossible  que  la  fonction  f{x)  et  ses  dérivées 

f  (x)  =  n^  +  2u,x  +  Su^x^  +  ..., 

/•"  (x)  =  \.2u^  +  2.3uyX-  +  3Au,x^  +  ..., 


soient  toutes  nulles  pour  un  nombre  x  =  x^,  dont  la  valeur  absolue 
est  moindre  que  A. 
En  effet  la  formule 

(1)     f{x  +  h)  =  r{x)  +  ^^  r  (x)  +  ^  r  c^)  +  - 

valable  tant  que  l'on  a 

Ixl-^a,       l/^|<A-l^|, 
montrerait,  en  y  remplaçant  x  par  a?,,  que  la  supposition 

f{x,)  =  o,    r{x,)  =  o,    rix,)  =  o,... 

entraînerait  l'égalité 

r{x,  +  h)  =  o, 

pour  toutes  les  valeurs  de  /(  satisfaisant  à  l'inégalité 

\h\'^A-\x,  |. 

Ainsi  la  fonction  f{x)  serait  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
appartenant  à  un  intervalle  fini  (a,  ^);  il  en  sei^ait  de  même  de  toutes 
ses  dérivées;  en  effet,  si  l'on  applique  la  formule  (1)  à  une  valeur  de  x 
qui  appartienne  à  l'intervalle  (a,  P),  le  second  membre  devra  être  nul 
pour  toutes  les  valeurs  de  h  telles  que  x  -^  h  appartienne  aussi  à 
l'intervalle  (a,  ^);  or  cela,  d'après  le  théorème  du  paragraphe  108 
que  l'on  vient  de  rappeler,  ne  peut  avoir  lieu  que  si  tous  les  coefficients 
/■(.«),  f  (x),  f"  (x),  ...  de  la  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  h 
qui  constitue  ce  second  membre,  sont  nuls.  Si  l'intervalle  (a,  13) 
contient  le  nombre  zéro,  la  même  proposition  montre  que  l'on  doit 
avoir 

Uq  =  0,       H,  .=  0,       if^  =  0,  ...; 

si  l'inlervalle  (a,  (3)  ne  conlicnt  pas  le  nombre  zéro,  sui)pos()ns,  jiour 
fixer  le  langage,  que  ses  deux  limites  a,  p  soient  posilivcs,  en  sorte 


186  TIIKOJUE    DES    FONGTIUNS    d'uNE   YAIUAULE. 

que  l'on  ait 

0  <  a  <  (3  <  A. 

En  fai.s:inl  dans  la  formule  (1)  j?  =  a  et  en  observant  que  cette 
formule  convieni  cei'laiiiement  pour  les  valeurs  de  /«  telles  que  l'on  ait 

I  /'  1    <  ,3  —  a  <  A  —  a, 

on  voit  que  la  supposition 

/■(a)=:0,        r(^)  =  0,        /■"(a)  =  0,  ... 

eniraine  l'égalité 

f{7.+h)  =  0 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  qui  vérifient  l'inégalité  précédente;  ainsi, 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  —  ([3  —  a)  et  a  la 
fonction  f{x)  et  toutes  ses  dérivées  seraient  nulles;  si  l'intervalle 
que  limitent  ces  deux  nombres  contient  le  nombre  zéro,  le  théorème 
est  démontré  ;  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  continuera  de  la  même  façon 
et  il  est  clair  qu'on  finira  par  prouver  l'existence  d'un  intervalle  fini, 
comprenant  le  nombre  zéro,  et  dans  lequel  la  fonction  f{x)  est 
constamment  nulle,  ce  qui,  encore  une  fois,  ne  peut  avoir  lieu  sans 
que  tous  les  coefficients  it,,,  ^t^,  u^^  ...  soient  nuls. 
Soit  toujours 

/■(,r)  =  \(q  -+-  ^l^x  +  u^x-  -h  ... 

une  série  convergente  tant  que  l'on  a  |  x  |  <;  A,  A  étant  un  nombre 
positif  et  supposons  qu(î  tous  les  coefficients  «„,  u^,  !<„  ...  ne  soient 
pas  nuls. 

11  ne  peut  y  avoir  une  infinité  de  nombres  distincts  x^,  as^,  ...,  x„,  ... 
plus  petits  que  A  en  valeur  absolue  et  ayant  pour  n  infini  une  limite  ^ 
plus  petite  que  A  en  valeur  absolue,  tels  que  l'on  ait 

f{x,)  =  o,    r(-r,)  =  o, ...,    nx,,)  =  o, ..., 

il  suffit  en  effet  de  poser 

X  =  ^  ~\-  /(,       Xi-=l  +  /il,  ...       x„=.  ç,  +  /'„,  ..., 

et  de  considérer  le  développement  de  /'(?,  +  /')  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  h  pour  voir  que  la  somme  de  la  série  ainsi 
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obtenue  devrait  être  nulle  pour  les  valeurs  h^,  h„,  ...,  /(„,  ...  données 
à  /i;  or  la  suite  infinie  de  ces  valeurs  a  pour  limite  zéro;  il  faudrait 
donc  que  tous  les  coefficients  de  la  série  fussent  nuls;  en  d'autres 
termes  la  fonction  f  (x)  et  toutes  ses  dérivées  seraient  nulles  pour 
X  =  ^q. 

La  proposition  ne  serait  plus  vraie  si  l'on  avait  ç  =  A. 

Dans  un  intervalle  ('p,  q),  dont  les  limites  sont  inférieures  à  A  en 
valeur  absolue,  il  ne  peut  y  avoir  une  infinité  de  valeurs  distinctes 
de  X  pour  lesquelles  la  fonction  f{x)  soit  nulle.  En  effet  le  tbéorème 
démontré  dans  le  paragraphe  38  prouverait  l'existence  d'un  nombre  ^ 
appartenant  à  l'intervalle  (}:>,  q)  et  qui  .serait  la  limite  d'une  suite 
infinie  de  nombres  cCj,  a*,,  ...,  cc„,  ...  appartenant  au  même  intervalle 
et  pour  lesquels  f  (x)  s'annulerait.  Deux  séries 

f{x)  =  u^  +  u^x  +  n^x^  -h  ..., 

?  {^)  =  ^'û  -^   '*'rï''+   ^'r*'  +  •••. 

convergentes  tant  que  l'on  a  |  ic  ]  <:  A,  ne  peuvent  être  identiques 
pour  une  infinité  de  valeurs  distinctes  appartenant  à  un  intervalle 
(p,  g),  dont  les  limites  sont  inférieures  à  A  en  valeur  absolue,  à 
moins  d'être  identiques  terme  à  terme,  en  sorte  que  l'on  ait 


Dans  cette  proposition,  on  ne  peut  supposer  que  l'une  des  limites  jj,  q 
soit  égale  à  ±  A. 

Deux  séries  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  X  ne  peuvent  représenter  la  même  fonction  de  x  dans  aucun 
intervalle,  si  petit  qu'il  .soit,  sans  être  identiques. 

115.  Si  l'on  a,  en  con.servant  les  notations  précédentes, 

nx)  =  o 

pour  X  =z  a^„  I  x^  \  étant  un   nombre  plus  petit  que  A,  on  pourra 
mettre  f{x)  sous  la  forme 

f(.,)  =  (jo-x,)"^(x). 

n  est  un  nombre  entier  positif  qui  indique  l'ordre  de  la  première  des 
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dérivées 

r(^),    ror),    ror), ..., 

qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  ;r,  ;  et  l'on  a 

■  ^^        1.2  ...n'      ^^'^^  1.2  ...(n  +  1)'  *^   '^  ^  ■•■' 

c'est,  une  série  qui  procède  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  X  —  .c,,  convergente  tant  que  l'on  a 

\x  —  x,\^^-\  x^\ 

et  dans  laquelle  le  premier  terme  n'est  pas  nul. 

Si  l'on  désigne  par  f  (x)  et  ç  (x-)  des  séries  qui  procèdent  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  x,  convergentes  tant  que  la 
valeur  absolue  de  x  est  inférieure  au  nombre  positif  A,  et  si,  en 
désignant  par  x^  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  A, 
la  fonction  f  (x)  n'est  pas  nulle  pour  x  =  x^,  on  aura  une  égalité  de 
la  forme 

0  (x) 

jj^^  =  A,  +  Aj  {x  -  X,)  4-  A,  {x  -  x,Y  -H  ..., 

où  A^,  Aj,  A,,  ...  sont  des  constantes;  cette  égalité  est  valable  pour 
les  valeurs  de  x  —  Xj  telles  que  l'on  ait,  en  désignant  par  £  un 
certain  nombre  positif, 

I  X  -  X,  I  <  s. 

Ao  ne  peut  être  nul  que  si  la  fonction  o  (x)  est  nulle  pour  x  =  x^. 

Si,  en  conservant  la  même  signification  aux  symboles  f  (x),  o  (x), 
la  fonction  f  (x)  était  nulle  pour  x  ■=.  Xj,  on  pourrait  poser  comme 
tout  à  l'beure 

t{x)  =  {x-x:f^^{x) 

et  l'on  parviendrait  à  une  égalité  de  la  forme 

?  (^)  Ao  Aj  A„_i 


t{x)       (.c  — .t\)«        {x  —  x,f-'  x  —  x, 

+  A„  +  i  (.c  —  a'i)  +  A„+2  (.c  —  Xj)-  +  ..., 

où  Aj,  Aj,  ...  désignent  des  constantes;   cette  égalité  serait  valable 
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pour  toutes  les  valeurs  de  x  —  Xi  autres  que  zéro,  et  moindres,  en 
valeur  absolue,  qu'un  certain  nombre  positif. 
Enfin  Ao  ne  pourrait  être  nul  que  si  l'on  avait 

-•?  (^i)  =  0- 

116.  Voici  encore  une  application  du  théorème  du  parai^raphelli 

dans  le  cas  où  les  séries  désignées  par  tii  se  réduiseni  à  des  polynômes. 

Partons  de  la  formule 

w  m  (m  —  I) 

(1)  (1  +  xr  =  1  +  -   a;  -(-       ^^^^         x^  +  ... 

et  regardons-y  x  comme  une  quantité  donnée  dont  la  valeur  absolue  x' 
est  inférieure  à  un;  les  deux  membres  sont  alors  des  fonctions  conti- 
nues de  m.  Si  l'on  désigne  par  M  un  nombre  positif  supérieur  à  |  lu  |, 
la  série 

M     ,        M(M  +  1)     ,, 

^  +  T^+       1.2      -"+••• 

est  convergente;  dès  lors,  si  l'on  regarde  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  x  comme  des  polynômes  ordonnés  par  rapport  aux 
puissances  ascendantes  de  la  variable  m,  on  pourra,  pour  toutes  les 
valeurs  de  m  inférieures  à  M  en  valeur  absolue,  ou,  puisque  M  est 
arbitraire,  pour  toutes  les  valeurs  de  m,  appliquer  la  transformation 
décrite  au  paragraphe  111  ;  on  mettra  ainsi  (1  +  x)'"  sous  la  forme 


1 

+  i\m  + 

v.,ri}-  + 

...  +  Vj,m 

i"  +  .. 

en 

posant 

i\  = 

x 

x' 

2-^ 

x' 
3 

■i\  = 

x'- 

-(- 

1)' 

■:H' 

^i-'i 

Il- 

..., 

V,  --= 

1 

'Ï7z 

i-i 

<   1 
VÏ73 

1 

'à)î 

+  ..., 

Vj,= 

1 

xi' 

1  p 

••  +  (—  1) 

X 

p  +  i 

-h  ..., 

■  1.2 

...ip- 

—  Ij 

""P 

-+-  i 

ttjj,  est  la  somme  des  pi'odiiils  diflérents  obtenus  en  prenant  p 
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facteurs  dislincts  panai  les  nombres 

111  I 


1        2        3  2^  4-  i  —  1 

Toutes  les  séries  i\,  r,,  ...,  î'^„  ...  sont  couvergenles  tant  que  l'on 
a  I  >c  I  <:  1.  Mais,  d'un  aulre  côlé,  on  a  (§  9i) 

(l  +  x)'"  =  1  +  m  — — h  m^ H-  ... 

1  1.2 

[l0ir(l    +   X)]" 

1.2  ...2> 

Les  deux  séries  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  m  doivent  être  identiques  terme  à  terme;  on  a  donc,  pour  |  ce  |  <;  1, 

log(l+x)  =  -_2  +  3-... 


[log  (l  +  x)Y-       X- 


X-        /,        I\  .«•        /  1        I\  x'' 


117.  Je  vais  maintenant  donner  des  applications  du  théorème  du 
paragraphe  111  pour  lesquelles  les  termes  de  la  série  transformée 
sont  des  séries  indéfinies  procédant  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  la  variable. 

Reprenons  la  formule 

4 

établie  au  paragraphe  99. 

Cette  série  est  convergente,  en  particulier,  pour  les  valeurs  de  ce* 

tu" 
plus  petites  que  —  ;  mais  pour  ces  mêmes  valeurs  de  x^,  on  a,  en 

désignant  par  n  un  nombre  impair  quelconque, 

4  /2\'-'p  +  2 
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Si  l'on  désigne  par  a  un  nombre  positif  quelconque  <:ô'  ^'"^  Irans- 
forrnation  du  paragraphe  411  sera  légitime  tant  que  l'on  aura  |  a;  1 
<  a,  c'est  à  dire  |  x  |  <:  ^  et  l'on  pourra,  dans  ces  conditions,  écrire 

(1)  ^^  =  K  +  A,.r^  +  ...  +  A^x'"  ... 


en  faisant 


^,....} 


si  l'on  désigne  en  général  par  S^  la  somme  de  la  série,  convergente 
pour  )•  >»  1, 

c.  1  1  1 

^  =  p  +  2.  +  3,.+  -, 
on  a  (§  59) 

Y^P  +  i    "^    32P  +  2    "^    52i)  +  2    +     •  •  •  2J)  4-  2   ^  2-1'-^  y  ' 

et  par  conséquent 

On  désigne  sous  le  nom  de  nombres  de  Bernoulli,  les  nombres  B 
définis  par  l'équation 

1.2. 3.. .2)1^     . 


on  a  par  conséquent 


22P4-1    ^2^l>  +  2  _    ]^ 

^^  ^  1.2.3  ...(2^9 +  2)  ^"^" 


et 


tg^_2(2--l)         ,    2M2--1) 
2^   -         1.2        ^'^     1.2.3.4     ^^"^    +••• 

22;,4-l    (2'^p  +  -2_    y^ 

'^  1.2.3  ...  {2p  -i-  2)  ^"' 
La  définition  qu'on  a  donnée  plus  haut  des  nombres  de  Bernoulli 


B„.,x'P  -h  ... 
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cache  leur  propriété  d'être  des  nombres  rationnels;  mais  cette  pro- 
priété apparaît  bien  facilement  comme  il  suit. 

La  série  (1)  ou  (2)  est  absolument  convergente  tant  que  l'on  a 

I  x  I  -<:  ^';  si  on  la  muliiiilie  par  la  série 

e„s^=l_^:L+-^^-..., 

on  devra  retrouver  la  série 

sin  a; 11        1     a?*  1         oc> 

1x    ~  2  î  ~  2  1.2.3  "^  2  1.2.3.4.5  ""••"' 

en  égalant  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x^  on  obtient 
une  infinité  d'équations  du  premier  degré  qui  permettent  de  calculer 
de  proche  en  proche  les  quantités  A^,  Aj,  A^,  ...,  et  dont  voici  les 
premières  : 

Ao  =  2' 

A,  —  ri.  ^0  =  — 


1.2     "  2.1.2.3 


A.  -  T-T,  A,-.  +  ^^~  A,_.  -  ...  +  (-  D' 


1.2     ""         1.2.3.4     '  1.2.3  ...  2p 

(-  1)" 


2.1.2.3  ...  (2/)  4-  ])• 


ces  équations  montrent  bien  que  les  noml)res  A,  et  par  conséquent 
les  nombres  B,  sont  rationnels;  on  trouve  ainsi 


et 


Ao 

_1^ 

"~  2' 

A. 

_1 

"~6' 

A,= 

1  ^ 

I5' 

A3: 

"~630' 

A,= 

31 
2  835 

' 

^^^  =  ï 

691 
55  925 

K 

~6 

10  922 

081  075 

B. 

1 
~6' 

B, 

_  1 

'  ~3()' 

'   B,  = 

_  1 

"42' 

B. 

_  1 
~  30' 

B,  = 

5 

B.= 

691 
2  730 

Y,.,: 

7 
■~6' 

... 
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Les  nombres  de  Bernoulli  qui  viennent  ensuite  sont 

_  3  en  _  43  867  _  174  611 

«~"5Ï0^'      ^^-"798"'         '"""      330     ' 
854  513        ^  236  364  091 

D,,  =r: -■>        13,»  m:   — ,   ...  (   ). 

"  138  '-  2  730       '        ^^ 

Le  développement  de  tg  x  en  série  se  présente  sous  une  forme  un 
peu  plus  simple,  si  l'on  pose 

a,^^,  r=  2.1.2.3  ...(2iJ  +  l)  A,,  ^-—A__ Ib,^,; 

les  formules  qui  ont  permis  de  calculer  de  proche  en  proche  les 
quantités  A  donnent  alors 

a^  =  1, 

a,  —  2a,  =■  —  1, 


(2)1  -h  1)2/1                  (2n  +  1)  2n  (2h  ~  1)  (2n  —  2) 
"-- ï^3— «.«->+  :^-^^^ a_3 

+  ...H.(-ir^-^a,^(-ir; 


elles  montrent  que  les  nombres  a  sont  entiers. 
La  formule 


1      _  ^  y     (2  m  +  1)(- 


(!)  Les  nombres  do  BeraouUi  s'iatroduisent  dans  de  nombreuses  questions  d'analyse 
et  jouissent  de  curieuses  propriétés  arithmétiques  parmi  lesquelles  je  citerai  la 
suivante,  découverte  en  même  temps  par  v.  Standt  et  Giausen.  On  a 

en  désignant  par  E„  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  et  par  2,  a,  p,  .■.,  X  les  nombres 
premiers  qui,  diminués  d'une  unité,  divisent  2  n. 

On  doit  à  M.  Kummer  la  proposition  suivante  {Journal  de  Crelle,  t.  XL,  p.  130)  : 
L'équation  de  Fermât  x  +  y  =z  z  ne  peut  pas  être  résolue  en  nombres  entiers  si  ^ 
est  un  nombre  premier  impair  qui  ne  figure  pas  en  facteur  dans  les  numérateurs 

des  ^  (^  —  3)  premiers  nombres  de  Bernoulli;  parmi  les  nombres  premiers  inférieurs 

à  50,  il  n'y  a  que  le  nombre  37  pour  lequel  le  Ibéorômo  de  Fermât  ne  se  trouve  pas 
démontré  par  la  proposition  de  M.  Kummer. 

Tanneuv.  —  Théorie.  13 
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1 

met  de  même  en  évidence  la  possibilité  de  développer en  une 

série   procédant   suivant  les  puissances  entières*  et  positives   de  x, 
convergente  tant  que  l'on  aura 


\x 

|-=2- 

Sil 

'on  pose 

cos*  =  "» 

-à 

x' 

+  , 

■■■^n 

«2« 

2.3  ... 

2«^"' 

4-  ...; 

on  aura  pour  déterminer  1 

es 

quantités  «„, 

«2,    .. 

-,  «..,  .. 

, .  la  formule 

a.. 

.=2( 

'3 

2  n  + 

1 

1 
1.2.3  . 

..  2n 

V 

■-'2n+ï, 

où 

V                

1 

pn  +  1 

3 

1 

ÏH+I 

1 

+    52„. 

1  ~T 

1 

-  ('). 

et  les 

équations 

«0   = 

=  1, 

a,~ 

-  «0  =  0, 

-'K,. 

-2 

2n  {2n  — 

1)  (2n  —  2)  2i 
1.2.3.4 

0,n- 

2n  {2n- 
1.2 

a—  3) 

«2n-4 

+ 

...    +    (- 

-  1)"  «0  =  0, 

qui  montrent  que  les  nombres  a  sont  entiers  (-). 

J'ajoute  à  ces  développements  le  suivant  que  le  lecteur  établira  sans 
peine  et  qui  est  dû  à  M.  D.  André  : 


,    /-       x\  X  x~ 


2  "1.2.3...7Z 

1 

les  développements  de  tsr  x  et  de  ■ s'en  déduiraient  immédiatement. 

cosx 


(>,  Euler,  Litroihictio,  etc.,  §  175. 

(5}  Les  nombres  «2p4-i'  ^-in  ^^'^  ^^^  considérés  par  M.  Catalan  (Mémoires de  l'Académie 
royale  de  Belgique,  t.  XLVII,  1877)  et  par  .M.  D.  André  (Journal  de  Liouville,  série  III, 
t.  VII),  qui  en  a  donné  une  curieuse  définition  combiuatuire. 
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th  X 

Si  l'on  clierchail,  en  supposant  possible  le  développement  de  — — •> 
réaliser  ce  développement,  on  poserait 
th  X  sh  X 


2x        2x  ch  X 


=  A'o  +  A'i  X-  -\-  ...  -f-  A,'  x'P  -]-  ...; 


les  termes  de  degré  impair  n'ont  pas  été  écrits  parce  que  le  premier 
membre  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  x  par  —  x  ;  puis  l'on 
égalerait,  terme  par  terme,  la  série  obtenue  en  multipliant  la  série 
qui  figure  dans  le  dernier  membre  par  la  série 


.  ^         X"  x' 


1.2       1.2.3.4 

à  la  série 

sh  £C  _  1  1        \     x"-  i       X' 

Yx  ~  2  1'^  2  1.2.3  "*"  2  1.2.3.4  "^  "■' 

on  obtiendrait  ainsi  une  infinité  d'équations  qui  permettraient  de 
calculer  de  proche  en  proche  les  coefficients  A';  il  suffit  de  comparer 
ces  équations  à  celles  qui  nous  ont  permis  de  déterminer  les  coeffi- 
cients A  pour  s'assurer  qu'on  les  vérifie  toutes  en  prenant 

le  développement 

Aq  —  ^^x-  +  K^x'  +  ...  +  {—ly  k^.x'^p  +  ..., 

th  X 
auquel  on  parvient  ainsi,  est  bien  égal  à  - —  >  tant  que  l'on  a  |  ce  | 

<;  '-•  Dans  cette  condition,  en  effet,  il  est  absolument  convergent  et 

son  produit  par  ch  x  est  égal  à 

Relativement  à  la  dernière  série  obtenue,  il  peut  être  utile  de 
remarquer  qu'on  déduit  sans  peine  de  la  première  expression  donnée 
pour  A^,  l'inégalité 

en  sorte  que,  dans  cette  série,  les  valeurs  absolues  des  termes  vont 
en  diminuant  constamment,  tant  que  l'on  a  |  ,x  |  <;  ^^- 
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De  l'égalité 

th    ^  .  »  9  A  . 

on  peut  déduire,  en  remontant  la  chaîne  des  raisonnements  que  l'on  a 
descendue  pour  obtenir  le  développement  de  -^ —  j  la  formule 


-.=2*2 


''='>  {2  k  +  Vf  y  +  X- 


qui,  à  la  vérité,  ne  serait  démontrée  par  cette  voie  indirecte  que  pour 

les  valeurs  de  x  moindres  que  ^  en  valeur  absolue,  mais  qui  subsiste 

pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
On  trouvera  de  la  même  façon 

(6)      ,-  C  -  c«t  ^)  =  h  +  rP^^  C^'^-^'  +  - 

^  ^        Ax\X  /        1 .2        1.2.3.4 

"^"^^  {2xr^^'  +  ..., 


1.2  ...  {2p  -h  2) 


2^     . 


1.2...  (2/) +  2'^  ' 

On  doit  supposer  dans  ces  équations  |  aH  <;  ■;:.  Au  surplus,  on 
transforme  les  unes  dans  les  autres  les  formules  (2),  (6),  (7),  au 
moyen  des  relations 

tg  a;  =  cot  a?  —  2  cot  2x, 

l  X 

=  cot  -  —  cot  X. 

sm  X  2 


1  1 

pour  les  fonctions  - 

contenterai  de  citer  la  formule 


On  a  des  formules  analogues  pour  les  fonctions  - — ?  - — -;  je  me 

.        .  tli  a;    sh  .r 
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r_i ^    ni^B.      B, 

|_l_e-x       a?       2_\x       1.2       1.2.3.4 

+  (-1) 


Bp  +  , 


1.2...  (2p  +  2) 
qui  est  applicable  tant  que  l'on  a  |  J2  |  <;  2  t:. 

118.  Soient  les  deux  séries 


(1) 

/(î/)  =  «o  +  Wivy  +  i(,_^ii- 

(2) 

?  (a?)  =  v„  +  i\x  +  x\^x' 

où  les  coefficients  it,  v  sont  des  constantes.  Supposons  que  la  seconde 
série  soit  absolument  convergente  pour  x  =i  a^  a  étant  un  nombre 
positif;  soit  h  la  somme  de  la  série  à  termes  positifs 

(3)  t'o  4-  v\a  +  v\_a^  +  ..., 

où  1^05  '*^n  ^2>  •••  sont  les  valeurs  absolues  de  i\^  \\^  v.^,  ...;  supposons 
enfin  que  la  série  (4)  soit  absolument  convergente  pour  y  z=h,  c'est 
à  dire  que  la  série  à  termes  positifs 

(4)  m'o  +u\b  -h  u[^b^  +  ..., 

où  ttp,  u[,  u'^,  ...  sont  les  valeurs  absolues  des  termes  m^;  u^,  t(,,  ..., 
soit  convergente. 

Pour  chaque  valeur  de  x  telle  que  l'on  ait  |  a?  |  ^  a,  la  série  {% 
sera  absolument  convergente  et  aura  une  somme  plus  petite  que  h  en 
valeur  absolue  ;  si  dans  la  série  (1)  on  remplace  y  par  cette  somme, 
on  aura  une  série  absolument  convergente  ;  la  somme  de  cette  série 
peut  ainsi  être  regardée  comme  une  fonction  définie  de  x  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  telles  que  l'on  ait  |  a?  |  ^  «.  Je  vais  montrer  que 
cette  fonction 

F{x)=f[o{x)] 

peut  être  développée  en  une  série  qui  procède  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x  et  que  l'on  formera  de  la  façon  suivante  : 

n  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque,  on  peut,  en  appliquant 
la  règle  de  la  multiplication  des  séries,  mettre  [ç  (x)]"  sous  forme 
d'une  série 

(5)  [9  (.r)]"  =  v,„  +  v^^x  +  v,nOO'  +  ..., 
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qui  sera  absolument  convergente  tant  que  l'on  aura  \  x  \  <z  a;  consi- 
dérons maintenant  la  série  à  double  entrée  dont  le  terme  général  est 

les  nombres  m  et  n  doivent  prendre  toutes  les  valeurs  0,  1,  2,  ..., 
en  excluant  toutefois  les  combinaisons  de  n  =  0  avec  toute  autre 
valeur  de  m  que  la  valeur  m  =:  0  et  en  convenant  de  prendre  r„„  =  i . 
On  va  démontrer  tout  à  l'heure  que  cette  série  à  double  entrée  est 
absolument  convergente,  sous  la  supposition  \  x  \  <:  a;  en  groupant 
ensemble  les  termes  où  n  est  le  même  et  ordonnant  par  rapport  aux 
valeurs  croissantes  de  ?i,  on  retrouve  évidemment  la  série 

n,  +  u,  0  ix)  +  H,  [9  {x)Y  +  ..., 

c'est  à  dire  F  {x)\  en  groupant  ensemble  les  termes  pour  lesquels 
m  est  le  même  et  ordonnant  par  rapport  aux  valeurs  croissantes 
de  m,  on  obtient  la  série  cherchée 

F  {x)  —  Uo  +  _2  'n,V(,„  +  ^  2  '*'"^">"  '^  '^'  2]  "'«^'^"'  "^  ••• 

Tout  revient  donc  à  démontrer  la  convergence  absolue  de  la  série  à 
double  entrée;  or,  si  on  désigne  par  x'  la  valeur  absolue  de  x  et  que 
l'on  fasse 

ç'  {x')  =  i\  +  v\x'  +  t\x'^  +  ... 

[o'  {X')Y  =  l\„  -h  V\„X'   +  l\n30'^  +   ■.., 

il  est  clair  que  la  composition  de  r,',„  au  moyen  des  quantités  v'f,,  v[, 
v^,  ...,  sera  la  même  que  la  composition  de  v„,„  au  moyen  de  i\,  Vj, 
t\,  ...,  en  sorte  que  l'on  a  certainement 

I  "»,.  I  ^  r;.. 

Si  maintenant  on  considère  la  série  à  double  entrée,  dont  le  terme 
général,  essentiellement  positif,  est 

^^n  V„,„  X      , 

cette  série  est  convergente  puisque,  en  groupant  ensemble  les  termes 
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pour  lesquels  n  est  le  même,  on  retrouve  la  série 

m'o  +  U\  <^'  {X')  +  II'.,  [9'  (x')f  +  ..., 

laquelle  est  convergente,  à  cause  de  la  convergence  de  la  série  (4), 
où  le  nombre  positif  h  est  plus  grand  que  le  nombre  positif  9'  {x'). 
Comme  on  a  d'ailleurs 

la  convergence  absolue  de  la  série  à  double  entrée  dont  le  terme 
général  est 

est  évidente. 

Si  la  série  (1)  est  convergente  quel  que  soit  y,  la  série  qui  donne 
F  (x)  sera  certainement  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
telles  que  l'on  ait  |  a?  |  <::  a  ;  la  convergence  peut  d'ailleurs  s'étendre 
plus  loin,  comme  le  lecteur  pourra  s'en  convaincre  en  prenant 

ç,(a?)  =  ^  — I  +  |  — ...  =log(l  +a;); 

on  ne  pourra  manquer  de  trouver 

Y  {:x)  =  l  +  X, 

et  la  série  limitée  qui  figure  dans  le  second  membre  est  convergente 

quel  que  soit  x. 

La  proposition  démontrée  dans  ce  paragraphe  sert  surtout  à  assurer 

la  possibilité  de  certains  développements  en  série. 

Par  exemple,  l'expression 

1 

(1  +  xY 

définit  une  fonction  de  x  tant  que  l'on  a  |  a;  |  -<  1  :  dans  ces  mêmes 
limites,  elle  peut  être  représentée  par  une  série;  en  effet,  on  a 

[l   -\-  XY  =^6="  =:p        -       3        4  . 

la  série  qui  figure  en  exposant  est  absolument  convergente  tant  que 
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l'on  a  I  j;  I  <:  1  ;  on  peut  donc  développer  (1  +  x)''  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  x,  tant  que  l'on  a  |  .T  |  <:  1  :  on 
obtient 

^-  /.        1  11     ,        Tf     ,  \ 


4-^ 


[)ar  la  multiplication  des  séries  qui  représentent  e    ^,e    * ,  e    *,...: 
c'est  là  un  mode  de  calcul  qui  sera  légitimé  plus  tard  (§  122). 

119.  De  même  qu'on  a  considéré  des  séries  dont  les  termes  étaient 

des   fonctions   d'une  variable  x,  de  même  on  peut  considérer  des 

produits  infinis  dans  lesquels  les  facteurs  sont  des  fonctions  d'une 

variable. 

Soit 

ifj,       «2,  ...,       i<.„,  ... 

due  suite  infinie  de  fonctions  de  a;  définies  dans  l'intervalle  (a,  b); 
considérons  le  produit  infini 

n"(l  +  «„)  =  (1  +  l'i)  (1  +  H,)  ...  (1  +  u„)  ... 

Si  ce  produit  est  convergent  pour  chaque  valeur  de  x,  appartenant 
à  l'intervalle  (a,  h),  on  dira  qu'il  est  convergent  dans  l'intervalle  (a,  h). 
S'il  en  est  ainsi  et  si  à  chaque  nombre  positif  e  correspond  un  nombre 
entier  positif^  tel  que  sous  la  condition  q  ^  jj  on  ait 


n  (1  +  «„)  —  n  (1  +  1^,) 


et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a,  h), 
on  dira  que  le  produit  infini  converge  uniformément  dans  l'inter- 
valle (a,  h). 

Si  un  produit  infini  converge  uniformément  dans  un  intervalle  (a,  h) 
et  si  ses  facteurs  sont  des  fonctions  continues  dans  cet  intervalle,  il 
définit  une  fonction  continue  dans  cet  intervalle. 

Si  la  série 

Ui  4-  t<2  4-  ttj  +  ... 

est  absolument  convergente  dans  l'intervalle  («,  h),  on  dira  que  le 
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produit  infini 

"If  (1  +  u„) 

n  =  l 

est  absolument  convergent  dans  cet  intervalle,  sa  valeur  ne  dépendra 
pas  alors  de  l'ordre  de  ses  facteurs  et  ne  pourra  être  nulle  que  si  l'un 
de  ses  facteurs  est  nul. 

Les  produits  infinis  qui  sont  à  la  fois  uniformément  et  absolument 
convergents  dans  un  intervalle  {a,  h)  sont  évidemment  ceux  dont  la 
considération  fournira  le  plus  de  renseignements  sur  les  fonctions 
qu'ils  représentent. 

S'il  existe  en  particulier  '  une  suite  infinie  de  nombres  positifs 
9i,  9-2^  •••,  9n,  •••  tels  que  la  série 

g,  +  9.  +  •••  +  9n+  ••• 

soit  convergente,  et  tels  que  l'on  ait,  pour  chaque  valeur  de  x  appar- 
tenant à  l'intervalle  (a,  h), 

I  «1 1  <f7p    I  «2 1  <6'25  •••^    I  "n  I  <5'»,  •••; 

le  produit  infini 

"n  (1  +  M„) 

n  =  l 

sera  uniformément  et  absolument  convergent  dans  l'intervalle  (a,  h); 
si,  en  outre  dans  ce  même  intervalle,  les  fonctions  u^,  u^,  ...  sont 
continues,  le  produit  infini  définira  une  fonction  continue  dans  ce 
même  intervalle. 

Toutes  ces  propositions  ou  sont  des  conséquences  immédiates  des 
théorèmes  qui  concernent  les  produits  infinis,  ou  s'établissent  comme 
les  théorèmes  analogues  relatifs  aux  séries  dont  les  termes  sont  des 
fonctions  d'une  variable;  je  me  contenterai,  sans  insister  davantage 
sur  les  démonstrations,  de  signaler  quelques  applications. 

120.  En  vertu  de  la  convergence  de  la  série 

1         1         1 
P  -^  2^  -^  3^ -^  - 
le  produit  infini 

(1)   ^(.,=,/m;(i-^;)  =  ,,.(i-^)(i-|^)... 
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est  absolument  et  uniformément  convergent  dans  tout  intervalle;  il 
définit  une  fonction  continue  dans  tout  intervalle,  impaire,  s'annulant 
pour  X  =  0,  ±1,  ±2,  ...  et  seulement  pour  ces  valeurs  de  x;  une 
autre  propriété  de  cette  fonction  apparaît  facilement  sur  cette  forme, 
à  savoir  la  périodicité  de  la  fonction  à  (x).  La  démonstration  est  toute 
pareille  à  celle  du  paragraphe  100. 

On  verra  de  la  même  façon  que  le  produit  infini,  convergent  dans 
tout  intervalle, 

9  (x)  ="'n"  /l 


(,..!)■ 

=(-¥)(-¥)(■-") 


définit  une  fonction  continue  dans  tout  intervalle  et  jouissant  de  la 
propriété 

9  (x   +    i)  =r=  —  ç  (x). 

121.  Les  fonctions  o  (x)  et  à  (x)  qu'on  a  introduites  au  paragraphe 

sin  T.x  .     . 

précèdent  ne  sont  autre  chose  que  les  fonctions ?  cosTrrc,  ainsi 

qu'on  va  le  démontrer  en  appliquant  la  même  méthode  qu'aux 
paragraphes  92,  96  et  99. 

cos  X       sin  X  X 

Les  fonctions — ?  — sont  des  polvnôrnes  entiers  en  tg  —  ; 

X      .       X  -  ''m 

cos"'  —    sm'"  — 
m  m 

les  principes  de  la  trigonométrie  fournissent  sans  peine  les  racines  de 
ces  polynômes  et  la  formule  de  décomposition  d'un  polynôme  en 
facteurs  binômes  donne  ensuite  les  équations 


^j^coso. 


sinj- 

(2)  =miii 

X  m 

cos'"  — 

m  \ 
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Dans  la  première  formule  2  r  +  1  est  égal  à  m  —  1  ou  à  m  —  2, 

m  —  1 


selon  que  m  est  pair  ou  impair;  dans  la  deuxième  s  est  égal  à 

m  —  2       , 
ou  a  — - — 5  selon  que  m  est  impair  ou  pair. 

Occupons-nous  de  la  première  équation  :  faisons-y  croître  m  indé- 
finiment par  valeurs  entières  et  positives,  et  comparons  le  second 
membre  au  produit  infini 


(3) 


25- 


dont  les  divers  facteurs  sont  les  limites  vers  lesquelles  tendent  les 
facteurs  correspondants  du  second  membre  de  l'équation  (1). 
Considérons  en  même  temps  le  produit  infini 


(4) 


D=    II 


(2n  -H  1)^  -  J 


où  K  désigne  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  |  a;  |;  à  cause 
de  la  convergence  de  ce  produit,  à  chaque  nombre  positif  e  correspond 
un  nombre]?  tel  que,  pour  ce  nombre  (ou  les  nombres  plus  grands), 
on  ait 


(5) 


il 


(2n-M)^-J 


On  aura  à  fortiori,  à  cause  de  |  j:;  | 


K, 


(6) 


II 


i  - 


(2/1  +  1) 


4-'- 


car  la  valeur  absolue  du  résultat  obtenu  en  ne  prenant  dans  le  premier 
membre  qu'un  nombre  limité  de  facteurs  est  plus  petite  que  le  résultat 
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correspondant  obtenu  en  prenant  dans  le  premier  membre  de  (6)  le 
même  nombre  de  facteurs,  comme  il  devient  manifeste  en  supposant 
les  multiplications  effectuées. 

De  même,  dès  que  m  sera  assez  o-rand  pour  que  l'inégalité 


0) 

soit  vérifiée,  on  aura 


K 


(8) 


s; 


tyi  —  2  2  )i  +  d 

en  effet,  puisque  r  est  au  plus  égal  à  — - — ?  les  quantités  " 


2m 


it  toutes  comprises  entre  zéro  et  ^;  on  a  donc 


to-  (^'^  +  1)  -        (2n  +  1)  -^ 
inégalité  qui,  jointe  à  l'inégalité  (7),  donne 

X 

m  t!?  — 


m  iix 


(2n  +  1)  z 


2  m 


(2n  +  l)^ 


Ceci  posé,  désignons  par  A,  B,  C  les  produits  respectifs  des 
p  premiers  facteurs  du  second  membre  de  l'équation  (1),  du  produit 
infini  (3)  et  du  produit  infini  (4),  par  A',  B'  les  produits  respectifs 
des  facteurs  qui  complètent  soit  le  second  membre  de  l'équation  (1), 
soit  le  produit  infini  (3)  :  supposons  p  déterminé  de  façon  que  les 
inégalités  (6)  et  (8)  soient  vérifiées,  on  pourra  en  conclure 

A'  =1  +  s', 
B'=l-|-r/, 

i'  et  r/  étant  des  quantités  dont  la  valeur  absolue  soit  inférieure  à  s. 
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Il  s'agit  de  montrer  que  la  quantité 


(9) 


(    I  AA'  —  BB'  1  =  1  A  (1  +  e')  —  B  (1  +  -q')  \ 

i  ^lA-B|  +  ls'Al  +  |VB 


reste  au-dessous  de  telle  limite  que  l'on  voudra  fixer  lorsqu'on  prend  m 
suffisamment  grand. 

Or,  si  l'on  détermine  un  entier  positif  n  assez  grand  pour  que, 
sous  la  condition  m  :>  n,  on  ait 

(7)  w  tg  —    <;  K 


m 


et 


I  A  -  B  I  <  £, 

on  aura,  à  cause  de  l'inégalité  (7), 

I  A  I  <  C,      I  B  I  <  C, 

puis,  à  cause  de  l'inégalité  (9),  et  en  remarquant  que  C  est  plus  petit 
que  D, 

I  AA'  —  BB'  1  <:  (2D  +  1)  s. 

En  d'autres  termes,  sous  la  condition  îu  >-  n,  la  différence 

cos  X 


cos'" 


'-'  [    (2»  -  !)■  i] 


est  en  valeur  absolue  moindre  que  (2  D  +  1)£;  puisque  D  est  fixe, 

que  c  est  arbitraire  et  que,  enfin,  cos"'  —  a  pour  limite  l'unité  quand 

m  augmente  indéfiniment,  il  est  clair  que  l'on  a 

n  =  »  r-  .r2 

(11)  cos  X  = 

on  aura  de  même 


(12) 


TiTi ^1—1 


C)  Ces  formules  sont  dues  à  Euler  :  Introductio,  clc,  §  158.  Euler  les  déduit  des  formules 
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122.  Soit 

(1)  "F  (1  +  u„)  =  (1  +  V,)  (1  +  «.)  •••  (1  +  «.)  ••• 

un  produit  infini  dans  lequel  les  quantités  î^j,  h,,  ...,  i*,^,  ...  soient 
des  fonctions  de  x  développables  en  séries  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x,  en  .sorte  que  l'on  ait,  pour  n  =  1,  2,  3,  ..., 

(2)  'U„  =  v,„  +  v,^x  +  v^^x"  4-  ...; 

et  supposons  que,  a  étant  un  nombre  positif,  les  séries  (2)  soient, 
pour  X  =  a,  absolument  convergentes,  soit  en  généi^al 

(3)  %i'„  =  i'o„  +  v\^a  +  i\,,,a^  -f   ...,       (n  =  1,  2,  3,  ...) 

en  désignant  par  t'i„,  dî,,,  Vo,,,  ...  les  valeurs  absolues  de  v,„,  i'j„,  x\^,  ...; 
si  la  série  à  termes  positifs 

(4)  u\  +  u,  +  ...  +  <  +  ... 

est  convergente,  il  est  clair  que  le  produit  infini  (1)  définira  une 
fonction  f  {x)  continue  dans  l'intervalle  ( —  a,  +  a);  je  vais  montrer 
que  cette  fonction  peut  être  représentée  par  une  série,  convergente 


analogues  pour  ch  x  et  sli  x  qu'il  élablit  par  l'analyse  suivante  :  l'identité 

- — i=    n    (i-2îcos^+2M  =  »»    n      ^ 

!         2  —  2  cas  —         I 

iloane  après  un  calcul  facile,  en  remplaçant  z  i)ar  1  +      ' 


en  faisant  ensuite  croître  m  indéîiniment  et  remplaçant  chaque  terme  par  sa  limite,  on 
trouve 

e»:  —  e- 


— ^  =  sb.^.J^(l  +  ^^l); 


ch  jT  s'obtient  de  la  même  façon  ;  il  serait  facile  de  rendre  cette  analyse  aussi  rigoureuse 
que  celle  qui  a  été  développée  dans  le  texte. 
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dans  le  même  intervalle,  qui  procède  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  x. 

Désignons  en  effet  par 

(5)  V,„  +  Vj„a;  +  V,„a?-  +  ... 

la  série  obtenue  en  multipliant  les  n  premiers  facteurs  du  produit  (1) 
d'après  la  règle  ordinaire  de  la  multiplication  des  séries,  et  par 

(6)  V'„„  +  VV„a  +  V;„a^  +  ... 

la  série  obtenue  de  même  en  multipliant  les  n  facteurs  1  +  ttj, 
1  +  u[.,  ...,  1  +  u'n;  la  composition  des  quantités  Vo',„  Vj',,,  V^a,  ... 
au  moyen  des  quantités  v\j  est  la  même  que  celle  des  quantités  ¥„„, 
^1715  Vg^,  ...  au  moyen  des  quantités  Vij-,  en  sorte  que  l'on  a,  quels 
que  soient  les  entiers  positifs  2',  q-, 

la  somme  de  la  série  (6)  est  d'ailleurs  supérieure  ou  égale  à  celle  de 
la  série  (5)  tant  que  x  appartient  à  l'intervalle  ( — a,  a);  soient 
d'ailleurs  A  et  B  deux  nombres  positifs,  l'uri  supérieur,  l'autre  infé- 
rieur à  la  valeur  du  produit 

p="n^(i  +  iC)- 

la  somme  de  la  série  (6)  est  inférieure  à  P,  il  en  est  de  même  des 
quantités  Vô„,  V,'„  a,  ...,  V^„  a^,  ...;  considérons  par  exemple  A^,.  et 
supposons  qu'en  conservant  le  premier  indice  p,  on  fasse  croître  n  ; 
il  est  clair  que  les  quantités  Vp„  iront  en  grandissant  avec  n  ;  puis- 

qu'elles  restent  inférieures  à  —  5  la  suite 

admet  une  limite  que  je  désigne  par  V^  ;  de  même,  quand  n  grandit 
indéfiniment,  la  quantité 

v;„  +  v;„a  +  ...  +  \^„«'\ 

toujours  inféiieure  à  A,  tend  vers  la  limite 

v;  +  V',a  +  ...  +  V^rtP 
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qui  est  elle-même  au  plus  égale  à  A,  quelque  y rand  que  soit  p  ;  la  série 
(7)  V;  +  \\a  +  ...  +  Yla"  +  ... 

est  donc  convergente  et  sa  somme  est  au  plus  égale  à  A. 

D'un  autre  côté,  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  le  produit 
des  71  premiers  facteurs  du  produit  infini  P,  c'est  à  dire  la  somme  de 
la  série  (6),  soit  supérieur  à  B;  il  en  sera  de  même,  à  fortiori,  de  la 
somme  de  la  série  (7)  :  cette  dernière  somme  devant  être  comprise 
entre  A  et  B  est  nécessairement  égale  à  P. 

De  ce  que,  p  restant  fixe  et  n  croissant  indéfiniment,  V^',j  tend  vers 
une  limite,  il  résulte  que,  dans  les  mêmes  conditions,  V^„  tend  vers 
une  limite;  cela  résulte,  au  fond,  de  ce  qu'une  série  convergente  à 
termes  positifs  reste  convergente  quand  on  change  le  signe  d'autant 
de  termes  que  l'on  veut  ;  mais  on  peut  se  dispenser  de  porter  l'attention 
sur  la  composition,  quelque  peu  compliquée,  de  la  série  en  question 
en  raisonnant  comme  il  suit  :  soient  77i,  n  deux  nombres  entiers 
positifs  et  supposons  m  >-  n;  si  l'on  imagine  les  quantités  Vp„,  V^,, 
écrites  sous  forme  de  polynômes  entiers  par  rapport  aux  quantités 
positives  t'îj,  on  voit  de  suite  que  tous  les  termes  qui  figurent  dans  V^„ 
figurent  aussi  dans  V^^;  en  sorte  que  la  différence  V^',„  —  V/,,,  se 
compose  de  termes  essentiellement  positifs;  d'ailleurs  la  différence 
^pm  —  ^pn  se  compose  des  mêmes  termes,  pris  les  uns  positivement, 
les  autres  négativement,  en  sorte  que  l'on  a 

IV     V     I  <^  V    V  • 

or,  £  étant  un  noinlire  positif  quelconque,  il  existe  un  entier  positif  q 
tel  que,  sous  la  condition 

la  différence  V^m  —  V^„  soit  moindre  que  s;  il  en  est  de  même  de  la 
différence  Vj„„  —  Vp„  ;  lors  donc  que  n  augmente  indéfiniment,  V^„  tend 
vers  une  limite  et  si  on  la  désigne  par  V^,,  on  aura 

Puisque  la  série  (7)  est  convergente,  la  série 
(8)  Vg  +  Vjjî  +  \\_x-  +  ... 
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est  absolument  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appar- 
tiennent à  l'intervalle  ( —  a,  a). 

Ceci  posé,  il  reste  à  prouver  que,  si  l'on  considère  une  valeur  fixe 
quelconque  de  x  appartenant  à  cet  intervalle,  la  somme  S  (ce)  de  la 

série  (8)  est  égale  à  la  valeur  f  {x)  du  produit  infini  ïï  (1  h-  u^), 

n  =  l 

c'est  à  dire  à  la  limite,  pour  n  infini,  du  produit  de  ses  n  premiers 
facteurs,  ou  encore  à  la  limite,  pour  n  infini,  de  la  somme  S„  (a)  de 
la  série 

(5)  V„„+ V,„a?+  ...  +N.^„x^'  +  ... 

dans  laquelle  les  coefficients  V„,.,  Vj„,  ...,  Vp„,  ...,  ont  respectivement 
pour  limites  les  quantités  V„,  Vj,  ...,  V^,,  ...  :  désignons  par  S'^',  Sl.^> 
les  sommes  des  p  +  1  premiers  termes  des  séries  (8)  et  (5),  par  R^^'^ 
R,V"  leurs  restes. 

Si  l'on  se  donne  arbitrairement  un  nombre  positif  s,  il  existera, 
à  cause  de  la  convergence  de  la  série  à  termes  positifs, 

0)  v; +  ¥>  +  ...  +  v;a^  +  ..., 

un  nombre  entier  positif  p  tel  que  le  reste  de  cette  série,  limitée  au 
terme  Vp  a'',  soit  moindre  que  e  ;  en  vertu  des  inégalités 

I  V,  j  <  v;„  <  y;, 

I  V,  I  ^  V,;,     i  ^  I  <  a, 

les  restes  Wp\  R;/'^  des  séries  (7)  et  (5)  seront  à  fortiori  moindres 
que  £  en  valeur  absolue,  et  cela  quel  que  soit  le  nombre  n  ;  d'ailleurs 
puisque  S^"^  a,  pour  n  infini,  une  limite  égale  à  S"^\  on  peut,  au 
nombre  £,  faire  correspondre  un  entier  positif  m  tel  que  l'on  ait,  sous 
la  condition  n  ^  >n, 

I  S'^"  — S,V'^  I  <£; 
dès  lors  l'égalité 

S  {x)  —  S„  {x)  =  S^-*')  —  '^\^^  +  p,(p)  _  KO') 

montre  que  l'on  a 

|S(^)-S„G^)|<3e, 
Tanneky.  —  Théorie.  u 
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SOUS  la  seule  condilion  n  :>  m.  La  proposition  est  donc  entièrement 
démontrée. 

Considérons  par  exemple  le  produit  infini 

(-3(-»(-B-('-:^)- 

.  ^,     ,     ,     ,  sin  -KX 
dont  la  valeur  est,  d'après  le  paragraphe  Vil,  égale  a  -  ^  _    ;  de  ce 

que  la  série 

X^'        x^        x^ 

P  +  2.  +  S.  +  - 

est  convergente  quel  que  soit  x,  on  peut  conclure  que  le  produit  infini 

peut  être  développé,  par  le  procédé  du  paragraphe  précédent,  en  une 

série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x*, 

convergente  quel  que  soit  x;  le  coeflicient  de  x-  sera  la  somme  de  la 

série 

1         1         1 
1 1 h  ••• 
P  ^  2^        3^ 

Comme  on  a,  d'autre  part, 

sin  T.x  _  Jl_  r^  _  {r.xy  ~]  _  j  _  l^^    , 

on  en  conclut 

::^         1         1         1 
ë-p  +  2^  +  3^+- 

c'est  l'un  des  résultats  obtenus  au  paragraphe  117  où  l'on  a  donné 
l'expression  des  nombres  de  Bernoulli,  au  moyen  des  séries 

S   -  l  +  l+i-  + 

123.  Le  produit  infini 

donne  lieu  à  des  remarques  analogues  à  celles  que  l'on  a  faites  (§  101) 
à  propos  des  développements  des  fonctions  trigonométriques  en  séries 
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de  fractions.  Tout  d'al)ord,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  dit,  la  forme  même 
du  produit  infini  met  en  évidence  la  périodicité  de  la  fonction  sin  tîj-. 

La  décomposition  en  facteurs  du  premier  degré  donne  lieu  à  la 
remarque  suivante  : 

Le  produit  de 


par 


(-f)(-:)-(-^) 


.      sni  r.x 
a  pour  limite lorsque  1  on  suppose  p  :=  n  ei  que  n  augmente 

indéfiniment;  il  n'en  est  pas  ainsi,  comme  on  le  verra  bientôt,  lorsque 
les  deux  nombres  n  et  p  augmentent  indéfiniment  tous  les  deux 
indépendamment  l'un  de  l'autre,  et  cela  tient  à  ce  que  le  produit  infini 


^(-T)(-i)-(-^) 


n'est  pas  convergent. 

On  peut  toutefois  substituer  à  ce  produit  divergent  un  autre  produit 
infini,   absolument  et  uniformément  convergent,  et  où  figurent  les 

facteurs  x,  \  +  -■>  1  +  0'  •••'  tel  est  en  effet  le  produit  (•)  : 

..).T(>.9.-  =  .[(..f) .-][(:. |).-f]... 

Ou  a  en  effet 


(-^-^ 


1  +  î*„ 


en  posant 


2n-        1  3  71'        ■■■       ^        ^    1.2  ...  {p  —  2)pnP 


(')  L'introduction  des  facteurs  exponentiels  dans  les  produits  de  ce  genre  esl  due  à 
M.  "Weierstrass;  elle  lui  a  permis  d'établir  un  théorème  d'une  graudo  généralité.  Le 
mémoire  de  M.  Weiorstrass  jiublic  dan^'les  Ahliandlungen  {1870)  de  l'Académie  de 
Berlin,  acte  traduit  par  M.  Picard  diins  les  A  un.  de  l'École  normale  (2"^  série,  t.  VIII,  p.  211). 
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01-  si  l'on  pose,  en  désignant  par  A  un   nombre  positif  plus  grand 
que  I  X  I, 

_  ^        i  1  ^  1  1  A^ 

"  ■""  2.?i*  "^13^"^'""''  1.2  ...  (p  — 2)  p^f  ~^  ■■•' 

on  voit  sans  peine  que  la  série  à  termes  positifs 

Uj4-  U,  +  ...  4-U„+  ... 

est  convergente;  car  la  série  à  double  entrée  dont  le  terme  général  est 

1 


1.2  ...(p- 2) 


l^A^        rp  =  2,  3,  4,  ...  \ 
p^p'      \n=l,  2,  3,  ...  / 


si  l'on  réunit  ensemble  les  termes  pour  lesquels  p  est  le  même  et  si 
l'on  pose 


^-  -  P  +  2^^  +  §p  + 


prend  la  forme 


l  .„..         11..^  1  1 


A^S, +  --A3S3 +  ...  +  — 


2         '13         '  1.2  ...  {p  —  2)p 


A^S„ 


Or,  il  suffit  de  remarquer  que  les  quantités  S^  diminuent  lorsque 
p  augmente,  pour  être  assuré  de  la  convergence  de  la  dernière  série; 
la  série  à  double  entrée  et  la  série 

L\  +  U, +  U3+  ... 

sont  donc  convergentes. 

Il  résulte  de  là  que  le  produit  infini  (2)  est  absolument  convergent 
pourvu  que  l'on  ait  |  ce  |  <:  A,  c'est  à  dire  quel  que  soit  x,  puisque 
A  est  arbitraire,  et  qu'il  peut  être  mis  sous  forme  d'une  série  procédant 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x,  convergente  quel 
que  soit  x. 

124.  Désignons  par  0  {x)  la  valeur  de  ce  produit  infini  et  par  5„  (x) 
le  produit  de  ses  n  +  1  premiers  facteurs  ;  on  aura 

1.2.3  ...  nç^{x)  =  x{x  +  1)  (a?  +  2)  ...  {x  +  n)  e""'", 
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en  posant 

,        1  1 

2  n 

mais  on  a  vu  (§  114)  que  lorsque  n  augmentait  indéfiniment,  la 
différence  s„  —  log  n  avait  pour  limite  le  nombre  désigné  sous  le  nom 
de  constante  d'Euler, 

C  =  0,577  215  6... 

On  peut  donc,  en  désignant  par  £„  un  nombre  qui  a  pour  limite  zéro 
quand  n  augmente  indéfiniment,  poser 

S„  —  log  71  +   C   +   £„, 

et  par  suite 

(3)  1 .2.3  ...  n  ç„  (iK)  =  a;  (a;  +  l)(a;  +  2) ...  Oï;  +  n)  c~"<'"'""^''''")- 

On  déduit  de  là,  en  changeant  ic  en  ic  +  1  et  en  divisant  membre 
à  membre  l'équation  ainsi  obtenue  et  l'équation  (3), 

Çn  (O?   +    1)  -(log«  +  C4-î„)  X   +    n   -{-    l 

— -_  —  e  X  

<?»  {x)  X 

X  -k-  n  +  \    -c-£„ 

= e  ", 

nx 

lorsque  n  augmente  indéfiniment,  la  limite  du  second  membre  est 

1 

évidemment  -  e-^\  on  a  donc 

X 

(4)  o{x  ^l)  =  ^^e--o{x). 

Si  l'on  se  reporte  à  la  définition  de  s  (x),  on  voit  de  suite  que  l'on  a 


—  X           «  =  i  \         n) 

et  l'égalité 

sin  r.x  _  "  =  »  A        x'-\ 

r.x           n-i\         nV 

donne  ensuite 

(•^) 

sin  izx  _       ?  (.t)  ç  (—  X) 
iz                            X 
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OU,  puisque  l'égalité  (4)  donne,  en  changeant  a;  en  —  x, 


X 


=  e^  9  (1  —  x), 


On  a,  d'un  autre  côté, 

T(i.g=i,(.)e-, 

",r(i_E\^_Lv.(-^)^— ^ 

„  =  i  \         n/  X 

et  en  multipliant  : 

^  "n"  (i  +  î)  X  "iT  (i  _  ï)  =  _  1 ,,,  (^) ,,  (_  X)  «'<■..-  ••)• 

Si  l'on  fait  croître  p  et  q  indéfiniment,  de  façon  que  le  rapport  — 

tende  vers  une  limite  K,  la  différence  Sp  —  s^  aura  pour  limite  log  K, 
©p  (ce)  et  Çç  ( —  x)  auront  pour  limites  respectives  o  {x)  et  ç  ( —  a;), 
le  second  membre  aura  donc  pour  limite 

K  sin  -xa? 


125.  On  a  défini,  dans  le  paragraphe  précédent,  une  fonction  9  (x) 
qui  jouit  de  la  propriété 

'j  (x  -h  l)  =  -  e-^  0  (x); 
il  est  clair  que  la  fonction 

^  {x)  =  e^^  o  {x) 
jouira  de  la  propriété 

'J;  (a?  +  1)  =r  -  'h  (x)  ; 

pour  me  conformer  aux  habitudes,  je  poserai 

II  (x)  =  ^{x  +  1)=::  e^f-+"  ç  (a?  +  1)  =  ?!lli:ï). 
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on  aura  alors 

U(x) 


(1)  Il  (X  4-  1)  = 


X  -i-   i 


Cette  fonction  H  (x),  développable  comme  la  fonction  s  (x),  en  une 
série  qui  procède  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x, 
convergente  quel  que  soit  x  ('),  est  définie  par  les  égalités  suivantes, 
où  l'on  a  conservé  les  notations  du  paragraphe  précédent  : 


m 


n  (x)  =  e' 


I[(-^)»-^ 


n=r>  X 

=  lim   ^^+  ^^  {x  +  2)...(x  +  n)  ^__^^„^„ 
„  =  /  1.2.3. ..n 

la  dernière  expression  se  déduit  immédiatement  de  l'avant-dernière, 
où  l'on  remplace  log  n  par  log  (?i  +  1)  et  log  (?i  +  1)  par  la  quantité 
égale 


log 


(i  +  ;)-'°8(i-;r^)---'°Ki-*-ï)- 


Les  formules  (2)  donnent  immédiatement  la  valeur  de  la  fonction 
II  (x)  pour  îc  =r  0,  savoir 

1.2  ...  n 

(3)  "^^^=",!ii''Ir72T::Tt="^' 

la  formule  (1)  donne  ensuite,  pour  x  entier, 

1 


Lu  formule  (5  bis)  du  paragraphe  précédent  montre  que  l'on  a 
(5)  II  (a;  —  1)  n  (—  x)  == 

(I)  Co  rcsullal  est  dû  à  M.  Weiorslras?. 


sin  "Tzx 
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Les  formules  (1)  et  (5)  montrent  que,  pour  avoir  la  valeur  numé- 
rique de  n  (x),  il  suffit  de  pouvoir  calculer  cette  valeur  numérique 

1 

dans  un  intervalle  quelconque  d'étendue  égale  à  -•  Gauss,  à  qui  l'on 

doit  l'introduction  de  la  fonction  II  (x),  a  donné  avec  vingt  décimales 
les  valeurs  de  log  II  (x)  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  zéro 
et  un,  de  centième  en  centième  (Œuvres,  t.  III,  p.  184).  M.  Bourguet 
(Acta  Mathematiea,  t.  II,  p.  288)  a  donné  avec  vingt  décimales  les 
vingt  premiers  coefficients  du  développement  en  série  de  la  fonc- 
tion n  (ce  —  4). 

Cette  dernière  fonction  est  l'inverse  d'une  fonction  célèbre,  consi- 
dérée à  un  point  de  vue  tout  différent  par  Euler,  et  que  l'on  désigne 
haljituellement  par  T  (x)  ;  en  vertu  des  formules  (2)  et,  en  remarquant 
que  e--^'°E"  est  égal  à  n""^,  on  voit  que  l'on  peut  écrire 

,  ,        ,.  1.2.3  ...  ?i.?i^-i 

r  [X)  =  lim 


:x  j-  (.r  +  1)  ...  {x  -h  n—  I) 

aux   propriétés   de   la   fonction  II  (x)  correspondent   les   propriétés 
suivantes  de  la  fonction  T  (x), 

T  (x  +  l)  =  xr{x), 

r  (x)  r  (1  -x)  =  -^^^'    r  (l)  =  Vr., 

^   '  ^        sm  r.X  \2/ 

r  (1)  =  1,       r  {n)  =1   2.3  ...  (?2  —  1)       {n  entier  positif). 


CHAPITRE  V 


DES  DERIVEES. 

126.  Lorsqu'on  se  donne  une  fonction  f  {x)  continue  dans  un 
intervalle  (a,  h)  et  que  l'on  veut  connaître  la  marche  de  la  fonction 
pour  les  valeurs  de  la  variable  voisines  d'un  nombre  x  compris  entre 
a  et  &,  il  est  naturel  de  comparer  les  variations  de  la  fonction  à  celles 
de  la  variable;  en  d'autres  termes,  si  l'on  donne  à  la  variable  un 
accroissement  h,  d'où  résulte  pour  la  fonction  un  accroissement 
f  {x  +  h)  —  /"(«),  il  convient  d'étudier  le  rapport 

f{x-^h)-f{x) 
h 

on  suppose,  bien  entendu,  que  x  -\-  h  appartienne  comme  x  à 
l'intervalle  (a,  h). 

Ce  rapport  dépend  des  deux  nombres  x  et  h;  il  n'a  point  de  sens 
pour  /i  =  0  ;  lorsque  l'on  fait  tendre  le  dénominateur  h  vers  zéro, 
le  numérateur  f  (x  +  h)  —  f  (x),  à  cause  de  la  continuité  de  la 
fonction  f{x),  a  aussi  pour  limite  zéro;  dans  ces  conditions  il  peut 
arriver  que  le  rapport  tende  vers  une  limite;  on  dit  alors  que,  pour 
la  valeur  considérée  de  x,  la  fonction  admet  une  dérivée  :  cette 
dérivée  n'est  autre  que  la  limite  du  précédent  rapport. 

L'existence  de  la  limite  suppose  évidemment  la  continuité  de  la 
fonction  pour  la  valeur  considérée  de  x;  parler  d'une  fonction  qui 
admet  une  dérivée,  c'est  supposer  implicitement^  que  cette  fonction 
est  continue. 

Si  l'on  se  reporte  à  la  définition  du  mot  limite  (§  79),  on  voit  qu'on 
devra  préciser  comme  il  suit  la  définilion  de  la  dérivée. 

Soit  f(x)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  b);  soit  x  une 


248  THÉORIE    DES    FONCTIONS   Ij'uNE   VARIABLE. 

valeur  appartenant  à  cet  intervalle;  on  dira  que,  pour  cette  valeur  x^ 
la  fonction  admet  une  dérivée  s'il  existe  un  nombre  X  jouissant  de 
la  propriété  suivante  :  à  chaque  nombre  positif  s,  si  petit  qu'il  soit, 
correspond  un  nombre  positif  r^  tel  que  l'on  ait 

(1)  ;/■(.. +  /0-/-;x)_^l^ 

I  '*"  I 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  moindres  que  r^  en  valeur  absolue,  et 
telles  que  a?  +  /i  appartienne  à  l'intervalle  (a,  6)  ;  le  nombre  X  est 
la  valeur  de  la  dérivée  de  la  fonction  f  {x)  pour  la  valeur  x  de  la 
variable. 

On  remarquera  que,  si  x  n'est  pas  une  des  limites  a,  h  de  l'inter- 
valle, et  si  le  nombre  X  existe,  rien  n'empêchera  de  prendre  le 
nombre  •/;  assez  petit  pour  que  x  +  r^  et  a?  —  •/;  appartiennent  à 
l'intervalle  (a,  &);  dès  lors  l'inégalité  (4)  devra  subsister  pour  toutes 
les  valeurs  de  /*,,  autres  que  zéro,  comprises  entre  —  r^  et  +  •/;  ;  on 
pourra  donc  dire,  dans  ce  cas,  que  la  fonction  /  {x)  admet,  pour  la 
valeur  considérée  x,  une  dérivée  X  si  à  chaque  nombre  positif  e 
correspond  un  nombre  positif  r^  tel  que,  sous  la  condition 

0  <:  I  /j  I  <;  •^, 
on  ait 

1  f{x  +  h)-f{x)  j 

C'est  à  cette  définition  précise  qu'il  faut  toujours  se  reporter  quand 
on  parle  d'une  fonction  admettant  une  dérivée  pour  une  valeur  donnée 
de  x;  on  sous-entend  que  la  fonction  est  définie  pour  cette  valeur  et 
pour  les  valeurs  voisines,  plus  petites  ou  plus  grandes,  et  qu'elle  est 
continue  pour  la  valeur  donnée  de  x. 

Revenons  maintenant  au  cas  d'une  fonction  définie  dans  un  inter- 
valle (a,  h);  si  l'on  a  a?  =  a,  h  devra  être  positif;  r^  étant  pris  moindre 
que  h  —  a,  l'inégalité  (4)  devra  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  h 
comprises  entre  zéro  et  y;;  on  dit  quelquefois,  pour  éviter  loute 
ambiguïté  que,  s'il  en  est  ainsi,  la  fonction  f  {x)  admet,  pour  x  =  a, 
une-  dérivée  à  droite;  l'expression  à  droite  vient  de  l'habitude  que 
l'on  a  de  représenter  une  valeur  de  x  par  un  point  sur  une  droite, 
point  dont  la  distance  à  un  point  fixe  0  de  la  droite  est  mesurée  par 
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la  valeur  absolue  de  x  et  qui  est  à  droite  ou  à  gauche  du  point  0 
suivant  que  x  est  un  nombre  positif  ou  un  nombre  négatif.  De  même, 
si  l'on  a  a?  =  &  et  si  l'on  a  pris  •/)<:?>  —  a,  l'inégalité  (1),  toujours 
en  admettant  l'existence  du  nombre  X  correspondant  à  la  valeur 
X  =  h,  devra  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  h  comprises  entre 
zéro  et  —  Y].  On  dit  alors  que,  pour  a?  =  &,  la  fonction  admet  une 
dérivée  à  gauche.  Au  surplus,  ce  n'est  que  dans  des  cas  spéciaux 
qu'il  y  a  lieu  de  porter  l'attention  sur  les  limites  de  l'intervalle. 

Si  la  fonction  admet  une  dérivée  pour  chaque  valeur  de  x  appar- 
tenant à  l'intervalle  (a,  5),  à  chacune  de  ces  valeurs  correspond  une 
valeur  du  nombre  X  précédemment  défini;  en  d'autres  termes  X  peut 
être  regardé  comme  une  fonction  de  x  dans  l'intervalle  (a,  h)  ;  c'est 
cette  fonction  qu'on  désigne  sous  le  nom  de  fonction  dérivée,  ou  plus 
•simplement  de  dérivée  de  la  fonction  f  (x)  ;  on  la  représente  habi- 
tuellement par  l'un  ou  l'autre  des  symboles 

r(^),   ^^'   D..A^)- 

On  dit  dans  ce  cas  que  la  fonction  f  (x)  admet  une  dérivée  dans 
l'intervalle  (a,  h). 

Il  peut  se  faire  que  la  fonction  f  (x)  soit  continue  dans  l'inter- 
valle (a,  b)  ou  dans  une  partie  de  cet  intervalle,  et  qu'elle  y  admette 
elle-même  une  dérivée;  on  représentera  celle-ci  par 

ro^),    ou  ^,   ou    mnx). 

Cetle  nouvelle  fonction  prend  le  nom  de  dérivée  seconde  de  la 
fonction  proposée  f  {x)  ;  on  arrivera  de  même  à  la  notion  des  dérivées 
troisième,  quatrième,  ...,  ?i'*"'% 


r  (^), 

r{x\... 

,      f"'  {x\ 

d'f{x) 

d'f{x) 

d'^fix) 

dx'    ' 

dx>    ' 

rfa;" 

Rien,  dans  ce  qui  j)récède,  n'autorise  à  supposer  que  la  continuité 
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d'une  fonction  entraîne  l'existence  d'une  dérivée  ;  et  en  effet  il  n'en 
est  pas  ainsi  (i). 

Toutefois  les  fonctions  qui  admettent  des  dérivées  présentent  un 
intérêt  si  prépondérant  qu'il  n'y  a  guère  lieu,  au  moins  dans  l'état 
actuel  de  la  science,  de  considérer  les  autres  ;  je  ne  m'y  arrêterai  pas 
davantage. 

127.  On  a  déjà  rencontré  la  notion  de  dérivée  au  paragraphe  112; 
si  la  série 

f{x)  =  u^  +  n^x  +  u^x"^  +  ...  +  u^x"  -t-  ... 

est  absolument  convergente  pour  les  valeurs  de  x  plus  petites,  en 
valeur  absolue  que  le  nombre  positif  a  et  si  x  est  une  telle  valeur, 
on  a  vu  que  les  séries 

f'\x)  =  n^  +  2u^x  -\-  ...  ■+■  ?2îf„.j?"-'  +  ..., 

f"  {x)  =  2u,  4-  2.3  u^x  +  ...  4-  (n  —  1)  n  i(„a;"--  +  ... 

sont  convergentes,  qu'il  en  est  de  même  de  la  série 

f{^)  +  Y  f  (^)  +  1^  f'  (^)  +  -  +  TT^,  f""  (^)  +  •••' 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  moindres  en  valeur  absolue  que  a  —  \  x  \, 

que,  enfin,  la  somme  de  cette  dernière  série  est  f  (x  -f-  h).  On  en 

f  (x  -[-  h) f  (x) 

conclut  que  le  rapport  — -^ y ~:i  pour  les  mêmes  valeurs 

de  h,  est  égal  à  la  somme  de  là  série 

mais  la  somme  de  cette  série  est  une  fonction  continue  de  la  variable  /(, 
pour  /i,  =:=  0  ;  cette  somme,  lorsque  h  tend  vers  zéro,  a  donc  pour 
limite  f  (x);  f  (x)  est  bien  ainsi  la  dérivée  de  f  (x),  et  cette  dernière 


(')  Voir  le  mémoire  de  M.  Darboux,  Sur  les  fonctions  discontinues,  p.  92  el  suivantes, 
le  livre  de  M.  Dini,  Fondamenti...,  p.  147,  un  mémoire  do  M.  P.  du  Bois-Reymond, 
Versuch  einer  Classification  der  wirkiirlichen  Functionen  réelle  Argumente  nach  ihren 
Aenderungen  in  den  Itleinsten  Intervalle  [Jotirnal  de  Crelle,  t.  79.  p.  29),  où  se  tniuvo  cilo 
un  exemple  dû  à  M.  Weierslrass,  etc. 
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fonction  a  une  dérivée  dans  tout  intervalle  dont  les  limites  sont,  en 
valeur  absolue,  moindres  que  a  ;  on  voit  de  même  que,  dans  un  tel 
intervalle,  f  (x)  est  la  dérivée  de  f  (x)  ou  la  dérivée  seconde 
de  f{x),  etc. 

128.   Cette  règle,  appliquée  aux  séries 

X        X-  x^ 

e^  =.\  + 

a^  =  1  + 

cos  a?  ==  1  — 

sin  X  =  X  — 

ch  a;  =  1  + 

'''^  =  *+   1.2.3     ■    1.2.3.4.5    ■       ' 

montre  que  ces  diverses  fonctions  ont  des  dérivées  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  et  que  ces  dérivées  sont  respectivement 


1       1.2 

• 

1.2.3 

X  log-  a 

+ 

x'  (log-  af 

1 

1.2 

x^ 

+ 

X' 

1.2 

1.2.3.4 

x' 

+ 

X' 

1.2.3 

1.2.3.4.5 

x"' 

+ 

X' 

1.2 

1.2.3.4 

x^ 

X' 

(^+^)'     cos  j?  =  sin  (  J7 -+-  ,^j' 


?^,     a^  log  a,     —  sin  x  =  cos 

sh  a?,     eh  x  ; 
les  dérivées  ^li^"'"'  des  quatre  premières  sont  respectivement 

e^     a'^  (log  a)",     cos  ix  +  '^5)'     •'^i"  \^  +  "  5)' 

les  dérivées  tf^'^"^  de  ch  x  et  sh  x  sont  sh  j?  et  eh  a;  si  n  est  impair, 
ch  X  et  sh  a?  si  n  est  pair  ;  les  dérivées  successives  de  cos  x  et  de  sin  x 
se  reproduisent  périodiquement  de  quatre  en  quatre,  elles  sont 
respectivement 


sm  X, 

—  cos  X, 

sm  a?, 

cos  X,  ... 

cos  X, 

—  sin  X, 

—  cos  X, 

sin  a?,  ... 

129.  Si,  au  lieu  d'avoir  affaire  à  une  série  illimitée  comme  dans  les 
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exemples  précédents,  on  considérait  un  polynôme  entier  en  a?,  de 
degré  n, 

f{x)  =  U^  +  UiX  +  u,x^-  +  ...  +  u„x", 

les  mêmes  calculs  qu'on  a  faits  au  paragraphe  112,  très  simplifiés 
d'ailleurs  et  débarrassés  do  toutes  les  complications  qu'entraîne  la 
considération  d'un  nombre  infini  de  termes,  montreraient  que,  si 
l'on  pose 

f  {x)  =  «1  +  2u.^x  +  ...  +  nu^x"-\ 

f  {x)  =  1.2  u,_  +  2.3  u^x  +  ...  +  (n  —  1)  nu„x''-% 

f"{x)  =  1.2.3  ...  nu,, 
on  a' 

f{x  +  h)  =f{x)  +  '^  r  (x)  -H  ...  +  — ^  /■"  {x); 

le  second  membre  est  un  polynôme  entier  en  h  et  par  conséquent 
une  fonction  continue  de  h;  il  en  résulte,  comme  précédemment,  que 
f  i^)-)  f"  i^)i  ■•■■>  f"  (^)  -orit  Iss  n  premières  dérivées  de  f{x);  quant 
à  la  ?i  +  1  '^"^  dérivée,  c'est  à  dire  la  dérivée  de  f" (x)  =z  i  .2 .3 . . .  nii^, 
elle  est  nulle,  comme  la  dérivée  de  toute  constante,  puisque  l'accrois- 
sement d'une  constante  est  nul,  ainsi  que  le  rapport  de  cet  accroisse- 
ment à  celui  de  la  variable.  Il  en  est  de  même  évidemment  des 
dérivées  suivantes. 

En  particulier  la  dérivée  de  x",  où  n  est  un  entier  positif,  est  n  x"~^; 
on  retrouvera  ce  résultat  tout  à  l'heure. 

130.  Considérons  encore  les  fonctions  log  x  et  x"".  Si  l'on  suppose 
que  X  est  un  nomljre  positif  et  que  l'on  donne  à  cette  variable  un 
accroissement  /;,  la  fonction  log  x  prend  un  accroissement 

log  {x  -\-  h)  —  log  j?  =  log  (  I  H — y 
en  supposant  |  /j  ]  <;  x,  on  a  (§  103) 

'''(^-'x)=x-2^-^3x^-- 
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iéq  lient 

log  {x  + 

h)- 

log 

X 

_1 

X 

h 

h' 

h 

3x' 
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à  cause  de  la  continuité  pour  h  =  0,  du  second  membre  regardé 
comme  une  fonction  de  h,  on  voit  que  ce  second  membre,  quand  h 

1 

tend  vers  zéro,  a  pour  limite  —  et  que  par  conséquent  la  fonction  log  x 

X 

4 

admet  pour  dérivée  —■>  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x. 

X 


De  même  l'éoalité 


(^  +  /i)"'  -  a;"'  ^  ^„, 


.i'-'S 


[m  1        m  (ni  —  ])  h  ~] 


valable,  si  x  est  un  nombre  positif,  pour  toutes  les  valeurs  de  /(  telles 
que  l'on  ait  \  h  \  -<:  x,  montre  que  la  fonction  x"'  admet  une  dérivée 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  et  que  cette  dérivée  est  m  a?'""'. 

131.  On  a  utilisé,  pour  ces  divers  exemples,  les  développements 
en  série  établis  dans  le  cbapitre  précédent  ;  le  lecteur  trouvera  dans 
les  divers  livres  qui  traitent  de  la  matière  d'autres  procédés  pour 
trouver  les  dérivées  des  fonctions  simples  que  l'on  a  considérées  dans 
les  derniers  paragraphes;  il  démontrera  sans  peine  les  propositions 
suivantes  où  t/,  t\  w,  ...  désignent  des  fonctions  de  la  variable  x,  en 
nombre  fini,  admettant,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent 
à  un  intervalle  (a,  h)  des  dérivées  u' ,  v\  w' ,  ... 

Si  A,  B,  C,  ...  désignent  des  constantes,  la  fonction  de  x 

y  =z  An  +  Bv  +  Gtv  -h  ... 

admettra,  dans  l'intervalle  considéré,  une  dérivée  et  cette  dérivée  sera 

?/'  =  Au'  +  Bv'  +  Gtv'  +  ... 
La  fonction 

y  =r  uv 
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admet,  dans  le  même  intervalle,  une  dérivée,  et  cette  dérivée  est 

y'  =z  u'  V  •+■  uv' . 
On  peut  encore  écrire 

y'  ri'        v' 

y        u        V 

Si  l'on  désigne  sous  le  nom  de  dérivée  logarithmique  d'une  fonction 
le  rapport  de  la  dérivée  de  cette  fonction  à  la  fonction  elle-même,  on 
peut  donc  dire  que  la  dérivée  logarithmique  d'un  produit  de  deux 
facteurs  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  logarithmiques  de  ces  fac- 
teurs ;  cette  proposition  s'étend  au  cas  de  trois,  quatre,  . . .  facteurs  : 
elle  est  générale. 

Par  exemple,  si  l'on  suppose 

y  z=  uvw 
on  aura,  en  désignant  par  y'  la  dérivée  de  y, 


y'        u'        v'        il) 

y' 

=  II' vw  -+-  uv'  w  + 

Si  l'on  suppose 

y  =  u'", 
m  étant  un  nombre  entier  positif,  on  aura 


y  u 

y  u 


La  fonction 

u 

admet  une  dérivée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à 
l'intervalle  (a,  b)  et  qui  n'annulent  pas  v  ;  cette  dérivée  est 
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on  peut  écii 

re  encore 

m!  _!l!  _ 

f' 

y       n 

V 
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et  dire  que  la  dérivée  logarithmique  d'un  rapport  est  égale  à  la  diffé- 
rence entre  la  dérivée  logarithmique  du  numérateur  et  la  dérivée 
logarithmique  du  dénominateur. 
En  particulier,  si  l'on  suppose 

1 
y  =  u-"'  =  — •) 

H'" 

m  étant  un  nombre  entier  positif,  on  aura 


'/ 

u 

— 

— — 

■  m 



y 

If 

u'  =  ( —  m)  n~"'~^  u' , 

ce  qui  permet  d'étendre  aux  exposants  entiers  négatifs  une  règle 
établie  précédemment  pour  les  exposants  entiers  et  positifs. 

132.  En  appliquant  la  règle  relative  à  un  rapport,  on  trouve  que  la 
dérivée  de 

sin  a? 

tg  X  =  

COS  X 

est 

sin^  X  4   cos-  X  1 


—  =  l  +  tg^  X, 
cos-  X  cos- ,/; 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  n'annulent  pas  cos  x. 
De  même,  la  dérivée  de 

cos  a?         1  . 

COt  X  = :=  

sm  X       tg  X 


est 


les  dérivées  de 


sin-  X  \         tg*  j'J  ' 


sh  X  1 

ch  X        th  X 


Tanneky.  —  Théorie. 
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sont  respectivement 

-4-    =  1  —  th'  X,         —  -4-    =   1    -  T^  • 

ch'  X  sh*  X  th-  X 

Les  règles  précédentes  permettent  de  trouver  les  dérivées  des  fonc- 
tions entières  ou  rationnelles,  les  dérivées  des  fonctions  œ^.,  sin  a:, 
cos  ce,  sh  ac,  eh  ce,  et  de  celles  qu'on  déduit  de  ces  fonctions  par  addi- 
tion, multiplication,  division,  élévation  aux  puissances.  J'établirai 
dans  les  deux  paragraphes  qui  suivent  deux  théorèmes  qui  permettent 
d'obtenir  les  dérivées  des  fonctions  obtenues  par  d'autres  combinai- 
sons de  ces  fonctions  simples, 

133.  Soit  u  =  f{x)  une  fonction  de  x  admettant  une  dérivée  u' 
dans  l'intervalle  (a,  h)  ;  soient  A  et  B  les  limites  inférieure  et  supé- 
rieure de  la  fonction  u  dans  cet  intervalle;  regardons  pour  un  instant 
u  comme  une  variable  indépendante  et  soit  cp  (u)  une  fonction  de 
cette  variable  admettant  une  dérivée  o'  (w)  dans  l'intervalle  (A,  B);  il 
est  clair  que,  à  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  rinter\-alle  (a,  fe), 
correspond  une  valeur  de  u  appartenant  à  l'intenalle  (A,  B)  et  par 
conséquent  une  valeur  de  o  {u);  en  ce  sens  ç  {u)  peut  donc  être 
regardé  comme  une  fonction  de  x  définie  dans  l'intervalle  (a,  &);  je 
vais  montrer  qu'elle  admet  une  dérivée  égale  à  o'  (w)  X  u' . 

Considérons,  en  effet,  une  valeur  particulière  x  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  b);  soit  u  =.  f{x).  la  valeur  correspondante  de  la  pre- 
mière fonction.  Si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  h,  la  fonction  u 
prendra  un  accroissement  h  ^  f  {x  -\-  h)  —  f  {x)  et  il  s'agit  de 
montrer  que,  lorsque  h  tend  vers  zéro,  le  rapport 

0  {u  +  A-)  —  9  (u) 


tend  vers  une  limite,  et  d'évaluer  cette  limite. 

Supposons  d'abord  que,  pour  les  valeurs  de  |  /i  |  inférieures  à  un 
certain  nombre  positif  y),  k  ne  soit  pas  nul,  sauf  pour  h  =  0,  le  précé- 
dent rapport  pourra  s'écrire 

z,  (h  +  /.■)  —  o  (v.)        k 
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Si  l'on  fait  fendre  h  vers  zéro,  k  tend  aussi  vers  zéro,  à  cause  de  la 
continuité  de  la  fonction  u,  et  le  facteur 

k  _f{x  +  h)~-f{x) 
h~  h 

tend,  par  définition,  vers  la  valeur  u'  de  la  dérivée  de  la  fonction 
u  =  f  (x)  qui  correspond  à  la  valeur  x  de  la  variable  ;  le  premier 
facteur 

<^  {a  +  k)  —  ç  (m) 
k 

a  un  sens  pourvu  que  |  h  |  soit  inférieur  à  r,  et  différent  de  zéro; 
lorsque  h  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  k,  et  le  rapport  a  pour 
limite  o'  (ti);  la  dérivée  de  la  fonction  de  x,  ç  (m),  prise  par  rapport 
à  X,  est  donc  bien  le  produit  de  la  dérivée  de  la  fonction  ©  (u)  prise 
par  rapport  à  u  par  la  dérivée  de  u  prise  par  rapport  à  x. 

S'il  arrivait  que  pour  les  valeurs  de  \  h  \  inférieures  à  n'importe 
quel  nombre  positif  y],  il  y  eût  toujours  des  valeurs  de  k  qui  fussent 
nulles,  on  verrait  tout  d'abord  que  la  valeur  de  u'  est  nécessairement 
nulle  ;  on  pourrait,  en  effet,  former  une  suite  infinie  de  nombres 

h^,       /ï^,  ...,       h„,  ... 

ayant  zéro  pour  limite,  et  telle  que  l'on  eût,  pour  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  de  n, 

f{x  +  h,)—f{x)  =  0; 

en  sorte  que  la  suite  dont  le  ?i""^  terme  est 

f{x  +  K)-f{x) 

K 

aurait  zéro  pour  limite. 

D'autre  part,  le  raisonnement  primitif  s'applique  pour  toutes  les 
valeurs  de  h  auxquelles  ne  correspondent  pas  des  valeurs  nulles  de  k  ; 
en  sorte  que  l'on  peut  affirmer  que,  à  chaque  nombre  positif  e  cor- 
respond un  nombre  positif  s'  tel  que  l'on  ait 

I  0  {'U  +  k)  —  9  (u) 
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pour  toutes  les  valeurs  de  h  plus  petites  que  e'  en  valeur  absolue  et 
auxquelles  ne  correspondent  pas  des  valeurs  nulles  de  k;  mais  à  ces 
valeurs  de  /(-  que  l'on  vient  d'exclure  correspondent  des  valeurs  nulles 
du  précédent  rapport;  leur  exclusion  est  donc  inutile  et  l'on  peut 
affirmer  que,  lorsque  h  tend  vers  zéro,  le  rapport 

?  (»  +  k)  —  cp  (u) 
h 
a  pour  limite  zéro. 

Ce  théorème  s'étend  sans  difficulté  ;  si  en  conservant  les  notations 
précédentes  on  désigne  par  A^,  Bj  les  limites  inférieure  et  supé- 
rieure de  la  fonction  cp  (u)  dans  l'intervalle  (A,  B)  relatif  à  la  vai'iable  u 
et  que,  en  posant  v  :=:  <f  {u),  on  considère  une  fonction  é  (v)  de  la 
variable  v  admettant  une  dérivée  -y  (v)  dans  l'intervalle  (Aj,  B,),  on 
pourra  regarder  t]^  (y)  comme  une  fonction  de  x;  cette  fonction  admet- 
tra une  dérivée  dans  l'intervalle  (a,  h)  et  cette  dérivée  sera 

(];'  (v)  X  ?'  i'u)  X  u', 
etc.. 

Voici  quelques  applications  : 

La  formule  cos  x  =  sin  ['-  —  x]  montre  que  l'on  peut  regarder 


(îH 


cos  X  comme  le  sinus  de  la  variable  h  =  -  —  x;  la  dérivée  de  cos  x 
est  donc  égale  à  la  dérivée  de  sin  u  =  sin  l^  —  xj  par  rapport  à  u, 
c'est  à  dire  cos  u  =  cos  l'^  —  xh  multipliée  par  la  dérivée  de  u, 

c'est  à  dire  —  1  ;  la  dérivée  de  cos  x  est  donc  —  sin  x;  on  relie  ainsi 
des  résultats  établis  précédemment  (i^  128). 

Si  u  désigne  une  fonction  de  X,  admeltant  une  dérivée  u',   les 
dérivées  des  fonctions  de  x 

à",       log  u,       n'" 
seront 

«       -    1  '^*'  ,n       1       - 

a" il   log  a,  1      «Mf'"~'«  , 

puisque  les  dérivées  de 

a^,       log  X,       X"' 
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sont 

1 

a?' 

Relativement  aux  fonctions  \og  u.,  n'",  on  doit  supposer  que  pour 
les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  considéré,  ii  leste  positif; 
toutefois  cette  restriction  ne  serait  pas  nécessaire  pour  k'",  si  m  était 
égal  à  une  fraction  iri'éductible  à  dénominateur  impair;  en  convenant 
de  prendre 

n"'  =z  —  ( —  n)'" 

si  u  était  négatif.  Dans  ce  cas  encore,  la  règle  de  dérivation  serait  la 
même. 

134.  Soit  /'(jy)  une  fonction  de  la  variable  y  admettant,,  dans  l'in- 
tervalle (A,  B),  une  dérivée  f  {y);  considérons  l'équation 

f{u)  =  x 

et  supposons  (ju'il  y  ait  une  fonction  continue  (^  (.r),  continue  dans 
l'intervalle  (a,  t>),  dont  les  limites  inférieure  et  supérieure  relatives  à 
cet  intervalle  soient  comprises  entre  A  et  B;  telle  enfin  que,  x  étant 
une  valeur  quelconque  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b),  la  valeur  de 
f{y)  soit  égale  à  x  lorsqu'on  remplace  y  par  ©  (x);  une  telle  fonction 
existera  certainement  (§87)  si  la  fonction  f{y)  est  croissante  dans 
l'intervalle  (A,  B)  et  si  l'on  prend 

a=f{A),       h  =  f{B). 

Je  vais  montrer  que  la  fonction  ?/  =  ?  (x),  dite  fonction  inverse  de 
la  fonction  f  {]])■,  admet  une  dérivée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  («,  h)  et  qui  n'annulent  pas  /''  (?/),  et  que 
cette  dérivée  est 

Considérons,  en  effet,  une  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle 
(a,  h)  et  la  valeur  correspondante  de  y;  si  l'on  donne  à  x  un  acci'ois- 
sement  h,  y  =o  (x)  prendra  un  accroissement  k=z<s{x  -\-  h)  —  s  (x) 
et  l'on  aura 

/■  (,'/)  =  *•,       /' iU  +  ^)  =  x  -i-  h: 


230  THÉORIE   DES   FONCTIONS   d'uNE   VARIABLE. 

ces  deux  égalités  montrent  d'abord  que  l'on  ne  peut  avoir  k  :=0  sans 
que  h  soit  nul  ;  on  en  tire  d'ailleurs 

f(y  +  k)-f(y)^h 
k  k 

A  cause  de  la  continuité  de  la  fonction  ç  (x),  k  tend  vers  zéro  en 
même  temps  que  h;  dans  ces  conditions,  le  premier  membre  tend 
vers  la  limite  /"  (y);  si  donc  cette  limite  n'est  pas  nulle,  le  rapport 

k  _ç  {x  +  h)  —  9  (x) 
h~  h 

aura  pour  limite  -7—-—  lorsque  h  tendra  vers  zéro.  C'est  ce  qu'il  fallait 

/  {y) 

démontrer. 
Ainsi  le  logarithme  népérien  y  d'un  nombre  positif  x  peut  être 

défini  par  l'équation 

e'-'  =  x 

la  dérivée  y'  de  log  x  est  donc  l'inverse  de  la  dérivée  de  e"  par  rapport 

à  î/  ;  on  a  donc 

'  —  L—1 
^^    ~  ë'J~  X 

Les  fonctions  u  =  arc  sin  .r,  v  =  arc  cos  x,  iv  =  arc  tg  x  ont  été 
définies  au  paragraphe  98  ;  elles  vérifient  respectivement  les  équations 

sin  u  =  X,       cos  V  =  x,       tg  10  =  x, 

on  en  conclut  que  leurs  dérivées  sont  respectivement 

1  1  ,        —  1  —  1 


[/l-x'  smr       ^/i_^î 

pour  les  deux  premières,  le  radical  doit  être  pris  avec  sa  signification 
arithmétique,  puisque  les  arcs  u  et  v  doivent  être  compris  l'un  entre 

—  ^  et  +  ^5  l'autre  entre  zéro  et  7:;  en  sorte  que  cos  u  et  sin  v  sont 

certainement  positifs. 

Avant  d'aller  plus  loin,  j'établirai   quelques  théorèmes  généraux 
dont  on  verra  bientôt  l'utilité. 
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135.  Soit  f  (^r)  une  fonction  qui  admet  une  dérivée  f  (x)  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b);  si  l'on  a 

f{a)  =  0,       nh)  =  0, 

il  existe  une  valeur  ^  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a,  b),  diflérente 
de  a  et  de  b,  pour  laquelle  on  a 

f  ik)  =  0. 

En  efïet,  la  fonction  f  (x),  puisqu'elle  admet  une  dérivée  pour 
chaque  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a,  6),  est  continue  pour 
chacune  de  ces  mêmes  valeurs;  ceci  posé,  ou  cette  fonction  est  nulle 
pour  chacune  des  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle,  ou  il  existe 
de  telles  valeurs  qui  la  rendent  différente  de  zéro.  Dans  le  premier 
cas,  elle  est  constante,  sa  dérivée  est  nulle  pour  toute  valeur  de  x 
appartenant  à  l'intervalle  (a,  b);  dans  le  second  cas,  elle  prend  des 
valeurs  positives  ou  des  valeurs  négatives;  si  elle  prend  des  valeurs 
positives,  elle  admettra,  dans  l'intervalle  (a,  b)  une  limite  supérieure 
(§  74)  différente  de  zéro;  puisqu'elle  est  continue,  elle  atteindra  cette 
limite  supérieure  (§  85)  pour  une  valeur  ^  de  x  appartenant  à  l'inter- 
valle (a,  b)  et  nécessairement  distincte  de  a  et  de  b;  dès  lors,  si  /i 
désigne  un  nombre  positif  quelconque  assez  petit  pour  que  les  deux 
nombres  ^  +  h,  B,  —  h,  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  6),  on  aura 

f{^  +  h)  -  f{^)  ^0,       f{^-  h)  -  f(^))  ^  0, 

et  par  suite 

h  —    '  —  h  — 

Si  l'on  suppose  que  h  tende  vers  zéro,  les  deux  rapports  tendent  par 
hypothèse  vers  la  limite  f  (^)  ;  la  première  inégalité  montre  que  cette 
limite  est  négative  ou  nulle,  la  seconde  montre  qu'elle  est  positive  ou 
nulle  :  on  a  donc 

S'il  arrivait  que  f{x)  prît,  dans  l'intervalle  (a,  b)  des  valeurs  négatives, 
on  arriverait  à  la  même  conclusion  en  considérant  la  valeur  de  x  qui 
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fait  acquérir  à  la  fonction  f  {x)  sa  valeur  minimum  dans  l'intervalle 
(a,  h). 

Il  convient  de  remarquer  que  cette  démonstration  ne  suppose  en 
aucune  façon  la  continuité  de  la  dérivée  /'  {x)  ;  elle  ne  suppose  même 
pas  l'existence  de  cette  dérivée  pour  a?  =  a  et  x  =  b,  pourvu  toute- 
fois que  la  fonction  soit  continue  dans  l'intervalle  (a,  h)  au  sens  du 
paragraphe  75. 

Voici  maintenant  des  conséquences  importantes  de  cette  proposition. 

136.  Si  la  fonction  f{x)  admet  une  dérivée  f  (x)  dans  l'inter- 
valle (a,  î>),  on  a 

f{h)-f{a)_ 

h-a       -'    ^'^' 

'ç,  étant  un  nombre  compris  entre  a  et  b,  différent  de  a  et  de  b.  Ce 
théorème  s'appliquerait  lors  même  que  l'existence  de  la  dérivée  aux 
limites  a,  b  ne  serait  pas  assurée,  pourvu  que  cette  dérivée  existât 
certainement  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  b)  et  que  la  fonction  fût  continue  dans  cet  intervalle. 
Si  l'on  considère  en  effet  la  fonction  de  x 

on  voit  de  suite  qu'elle  est  nulle  pour  x  =  a  et  x  ^b;  qu'elle  a, 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  une  dérivée  égale  à 


r  (oc) 


b  —  a 


cette  dérivée  doit  s'annuler  pour  une  valeur  ^  de  x  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  b),  autre  que  a  etb;  on  a  donc 

fib)-f{a)  _ 

b  —  a       "'    ^"^' 

Si  l'on  désigne  par  x  et  x  +  h  deux  nombres  appartenant  à  l'inter- 
valle {a,  b),  on  pourra  évidemment  remplacer,  dans  le  théorème  qui 
vient  d'être  démontré,  a  et  6  par  x  et  x  +  h;  le  rapport 
f{x  +  h)-f{x) 
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est  donc  égal  à  la  valeur  que  prend  la  dérivée  f  {x)  pour  une  valeur 
de  la  variable  comprise  entre  x  ei  x  -\-  h:  on  peut  représenter  une 
telle  valeur  par  x  +  0/(,  en  désignant  par  6  un  nombre  compris  entre 
zéro  et  un,  mais  qui  n'est  ni  zéro  ni  un,  on  peut  donc  écrire 

f(^x  +  h)  —  f{x)  =  hf  {x  +  0/0 

et  cette  égalité  suppose  seulement  l'existence  de  la  dérivée  pour  les 
valeurs  de  la  variable  appartenant  à  l'intervalle  (a?,  x  +  h). 

137.  Si,  dans  l'intervalle  {a,  b)  les  fonctions  f{x),  ©  (x)  admettent 
des  dérivées  f  (x),  <d'  (x)  et  si  cette  dernière  dérivée  ne  s'annule  pas 
pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b,  on  a 

9  (6)  —  9  (a)       <f'  (;)' 

ç  étant  une  valeur  comprise  entre  a  et  b,  autre  que  a  et  b. 

Il  suffit  d'appliquer  le  précédent  raisonnement  à  la  fonction  de  x 

qui  est  nulle  pour  x  =  a  et  x  =  b,  et  qui  admet  dans  l'intervalle  {a,  b) 
la  dérivée 


r  (^)  -  ?'  (^) 


?  (^)  —  ?  («) 


Cette  dérivée  doit  s'annuler  pour  un  nombre  ^  compris  entre  a  et  b 
et,  puisque  la  quantité  o'  (;)  n'est  pas  nulle,  on  a 

f{b)-f{a)^f  (^ 
tW  — ?(«)      ?' (ç) 

On  peut  remplacer  cette  égalité  par  la  suivante,  où  les  deux  nombres 
X,  X  -{-  h  sont  supposés  appartenir  à  l'intervalle  (a,  b)  et  où  0  désigne 
un  nombre  compris  entre  zéro  et  un,  qui  n'est  ni  zéro  ni  un  : 

f{x-\-  h)  —  f(x)  _  f  {x  +  Oh) 

o  {x  4-/0  —  9  (•''')  """  ?'  (^  +  f^'O 
Les  démonstrations  précédenles  sont  dues  à  M.  0.  Bonnet. 
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138,  Le  théorème  du  paragraphe  136  met  bien  en  évidence  la 
possibiUté  pour  une  fonction  f  {x)  qui  admet  une  dérivée  finie  dans 
l'intervalle  (a,  h)  de  trouver  un  nombre  positif  •/)  correspondant  à  un 
nombre  positif  donné  e,  tel  que  l'oscillation  de  la  fonction,  dans  tout 
intervalle  compris  à  l'intérieur  de  (a,  h)  et  d'étendue  moindre  que  •/;, 
soit  plus  petite  que  e;  en  vertu  de  la  formule 

f(x  +  h)-f{x)  =  hf'  (a? -H  6/0, 

il  suffit  de  prendre 


en  désignant  par  M  la  limite  supérieure  de  la  dérivée  f  (x)  dans 
l'intervalle  (a,  b). 

Le  même  théorème  montre  encore  que  si  la  fonction  f  (x)  admet 
une  dérivée  f  (x)  dans  l'intervalle  (a,  b)  et  si  la  dérivée  f  (x)  est 
continue  dans  le  même  intervalle,  le  rapport 

f{x  +  h)-f{x) 
h 

tend  uniformément  vers  f  (x)  quand  h  tend  vers  zéro,  c'est  à  dire 
qu'à  chaque  nombre  positif  e  correspond  un  nombre  positif  r,  tel  que 
l'on  ait 

nx  +  h)-f{x) 


h 


f{^) 


pourvu  que  |  h  \  soit  inférieur  à  •/)  et  que  x  appartienne  à  l'inter- 
valle (a,  6),  ainsi  que  x  +  h. 

En  effet,  on  a,  en  désignant  par  6  un  nombre  compris  entre  zéro 
et  un, 

et,  à  cause  de  la  continuité  de  la  fonction  /'  (a?),  il  existe  un  nombre  r^ 
tel  que  l'on  ait 

I  /■'  (a,  +  6/0  -  f  {x)  I  <  e, 

pourvu  que  h  soit  inférieur  à  yj  en  valeur  absolue  et  que  x  ei  X  +  h 
appartiennent  à  l'intervalle  (a,  h). 
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139.  Je  déduirai  d'aljord  du  théorème  établi  au  paragraphe  436 
une  règle  nouvelle  d'une  application  fréquente  pour  le  calcul  des 
dérivées,  règle  qui  contient  comme  cas  particulier  celle  qui  concerne 
les  fonctions  de  fonction.  Il  est  nécessaire,  aA-ant  de  l'exposer,  de 
donner  quelques  définitions  relatives  aux  fonctions  de  deux  ou  de 
plusieurs  variables. 

Soient  u,  v  deux  variables  quelconques,  A,  A',  B,  B'  (A  <:  A', 
B  <:  B')  quatre  nombres  quelconques;  je  considérerai  le  champ  (E) 
des  systèmes  de  valeurs  attribuées  à  u,  v  qui  satisfont  aux  inégalités 

A^ît^A',       B^v^B', 

et  je  dirai  qu'une  fonction  f  (ii,  v)  est  définie  dans  le  champ  (E)  si 
à  chaque  système  de  valeurs  de  u,  v  appartenant  à  ce  champ  corres- 
pond une  valeur  de  f  (u,  v). 

La  fonction  f{ii,  v)  est  continue  pour  le  système  il,  v  de  valeurs 
des  variables  appartenant  au  champ  (E)  si  à  chaque  nombre  positif  e 
correspond  un  nombre  positif  q  tel  que  l'on  ait 

(1)  |/-(H',t;')-/'(M,   t,)j<£ 

pour  toutes  les  valeurs  de  u\  v'  qui  appartiennent  au  champ  (E)  et 
qui  vérifient  les  inégalités 

(2)  I  u'  —  w  I  <  •/;,       \v'—v\<:t,  (1). 

Si  V  est  une  valeur  fixe  appartenant  à  l'intervalle  (A,  A')  et  si  l'on 
regarde  u  comme  une  variable,  la  fonction  de  u,  f  {u,  v),  sera  définie 
dans  l'intervalle  (B,  B');  il  peut  se  faire  que  cette  fonction  admette 
une  dérivée  dans  cet  intervalle  ;  si  cela  arrive  quelle  que  soit  la  valeur 
de  V  appartenant  à  l'intervalle  (A,  A'),  on  dit  que,  dans  le  champ  (E), 
la  fonction  f{u,  v)  admet  une  dérivée  partielle  par  rapport  à  m  et 
l'on  désigne  cette  dérivée,  qui  est  une  fonction  définie  de  u,  v  pour 


(')  On  (lit  que  la  fonclion  f{ii,  v)  est  continue  clans  le  champ  (E)  si  à  chaque  nombre 
positif  £  correspond  un  nombre  positif  y)  tel  que  l'inég.ilité  (1)  ait  lieu  pour  tous  les 
systèmes  de  valeurs  u,v,u',v'  qui  appartiennent  à(E)et  qui  satisfont  aux  inégalités  (2). 
On  montre  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  paragraphe  77  que,  si  la  fonction 
est  continue  jiour  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  variables  qui  appartiennent  au 
chamji  (E),  elle  est  continue  dans  ce  champ.  Voir  à  ce  sujet  une  note  de  M.  Darboux, 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  1''=  série,  t.  III,  p.  307. 
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l'ensemlile  de  systèmes  de  valeurs  des  variables  que  l'on  considère  par 
r.(u,v),      '^l^      ou      r)J(u,v). 
On  délinira  do  même,  s'il  y  a  lieu,  la  dérivée  partielle 
niu.v),      "fl^      ou      D,/(n,tO 

de  la  fonction  considérée. 

Supposons  que  la  fonction  f  (ii,  r),  définie,  comme  il  a  été  dit  plus 
haut,  admette  des  dérivées  partielles  dans  le  champ  (E),  et  que  ces 
dérivées  soient  continues  pour  chaque  système  de  valeurs  des  variables 
appartenant  à  ce  champ. 

Supposons  enfin  que  i(,  v  soient  des  fonctions  de  x  qui,  lorsque 
cette  variable  reste  dans  l'intervalle  (a,  h),  restent  respectivement 
comprises  entre  A  et  A',  B  et  B',  ces  limites  pouvant  d'ailleurs  être 
atteintes.  Il  est  clair  que  f{ti,  v)  sera  une  fonction  définie  de  x  dans 
l'intervalle  (o,  b)  ;  je  vais  montrer  que  si  «,  v  sont  des  fonctions 
continues  dans  cet  intervalle,  admettant  des  dérivées  u' ,  v\  la  fonc- 
tion de  X,  f{u,  v),  sera  aussi  continue  dans  ce  même  intervalle  et  y 
admettra  une  dérivée  égale  à 

/",',  (u,  v)  u'  +  fl  {h,  v)  v'  . 

Posons  en  effet,  pour  abréger  l'écriture, 

f'u  {i(,  v)  =  ç  {u,  t'),       f'v  {li,  v)  =  à  {ti,  v) 

et  considérons  deux  valeurs  x,  x  -i-  h  appartenant  à  l'intervalle  («,  h); 
soient  u  et  u  +  k,  v  el  v  +  l  les  valeurs  des  fonctions  u  et  v  qui 
correspondent  à  ces  valeurs  x  ei  x  +  /i,  on  aura 

f  {u  +  A-,  V  -{-  l)  —  f  (îf,  v) 

=  f{u  +  k,v  +  l)  —  f{u  +  /c,  v)  +  f{u  +  A-,  v)  —  f{u,  v); 

mais,  en  vertu  du  théorème  démontré  au  paragraphe  136,  on  a 

f{u  +  A,  V  +  /)  —  f(u  +  A,  ^0  =  ^i^  (^<■  +  A,  r  +  0/), 
f{u  +  A,  v)  —  f{i(,  V)  z=  ko  (u  +  6'  A,  v), 
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en  désignant  par  0  et  0'  des  nombres  compris  entre  zéro  et  un  :  on 
a  donc 

f{u  +  k,  V  +  l)  —  /"(m,  v)       k      .  ,, ,      ^ 


h  h 

l 


^h  {u  +  k,  V  -h  0/); 


supposons  maintenant  que  h  tende  vers  zéro;  en  vertu  de  la  continuité 

des  fonctions  u  et  v,  k  et  h  tendront  aussi  vers  zéro,  et  puisque  les 

k     l 
fonctions  u,  v  admettent  des  dérivées,  les  rapports  — ?  -  auront  pour 

h    h  ^ 

limites  les  dérivées  u' ,  v';  enfin  en  vertu  de  la  continuité  des  fonc- 
tions 0  (il,  î'),  t|/  (w,  y),  lorsque  les  quantités  A",  h  et  par  conséquent 
b'k,  O/i  tendent  vers  zéro,  les  quantités 

9  (u  +  6'  k,  v),  d^  {u  +  k,  V  +  (il) 

ont  respectivement  pour  limites  les  quantités 

9  {u,  v),  <b  {u,  v); 

lors  donc  que  h  tend  vers  zéro,  le  second  membre  de  l'égalité  précé- 
dente a  pour  limite 

0  {u,  v)  u'  +  à  (tt,  t')  v'; 

mais  le  premier  membre  n'est  autre  chose  que  le  rapport  de  l'accrois- 
sement de  la  fonction  f  (ii,  v)  regardée  comme  une  fonction  de  a;  à 
l'accroissement  h  de  cette  variable;  dire  que  ce  rapport  a  pour  limite 
9  (m,  v)  u'  -+-  <h  (m,  v)  v'  ,  c'est  dire  que  telle  est  la  dérivée  de  la 
fonction!/  {u,  v)  (i). 

Ces  considérations  et  la  démonstration  qui  précède  s'étendent  sans 
peine  à  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables;  je  me 
contenterai  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Soient  m,  v,  iv,  ...  n  variables.  A,  A',  B,  B',  C,  C,  ...  (A  <:  A', 
B  <:  B',  G  <;  G',  ...),  2  n  nombres  quelconques;  considérons  une 
fonction  f{ii,  v,  iv,  ...)  des  n  variables  u,  r,  v.\  ...  définie  dans  le 
champ  (E)  formé  par  l'ensemble  des  systèmes  de  valeurs  attribuées 

C)  Celte  démouslratioû  esl  due  à  M.  0.  Bonuct. 
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à  ces  variables  qui  vérifient  les  inégalités 

k^u^A',       B^t'^B',       C^v^C,  ...; 

supposons  que  la  fonction  f{u,  v,  w,  ...)  admette,  dans  le  champ (E), 
des  dérivées  partielles  fl,  f'„,  flo,  ...  par  rapport  aux  variables  tt,  v, 
IV,  ...  et  que  ces  dérivées  soient  continues  pour  chaque  système  de 
valeurs  attribuées  à  ces  variables  qui  appartienne  au  champ  (E); 
supposons  que  u,  v,  iv,  ...  soient  des  fonctions  de  la  variable  x 
définies  dans  l'intervalle  (a,  6),  admettant  dans  cet  intervalle  des 
dérivées  u' ,  v' ,  iv' ,  ...,  telles  enfin  que  leurs  valeurs  restent  respec- 
tivement comprises  entre  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C,  ...,  la  fonction 
f{u,  V,  lu,  ...)  pourra  être  regardée  comme  une  fonction  de  x  définie 
dans  l'intervalle  (a,  h);  elle  y  admettra  une  dérivée  égale  à 

f'uU'   +  fl-v'  -h  fl,w'  +  ... 

Considérons  par  exemple  la  fonction  îi",  on  pourra  prendre  pour  A 
et  A'  deux  nombres  positifs  quelconques  et  pour  B  et  B'  deux  nombres 
quelconques;  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  u  et  k  v  seront 
respectivement  vu""^  ei  u^logu;  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  sont 
continues  pour  chaque  système  de  valeurs  appartenant  au  champ  (E); 
on  en  conclut  que  si  u,  v  sont  des  fonctions  de  x  définies  dans 
l'intervalle  (a,  b),  continues  dans  cet  intervalle  et  y  admettant  des 
dérivées  u' ,  v' ,  telles  enfin  que  la  première  soit  toujours  positive  et 
par  conséquent  supérieure  à  un  nombre  positif  A,  la  fonction  de  x,  w", 
admettra  pour  dérivée,  dans  l'intervalle  (a,  b), 

M'"-'  {vu'  +  uv'  log  u). 

Laissant  maintenant  de  côté  les  règles  relatives  au  calcul,  je  vais 
montrer  le  parti  que  l'on  peut  tirer  des  dérivées  pour  l'étude  des 

fonctions. 

140.  Soit  f{x)  une  fonction  admettant  dans  l'intervalle  {a,  h)  une 
dérivée  /'  {x),  il  résulte  immédiatement  de  la  définition  de  la  dérivée 
que  si  la  fonction  f{x)  est  constante  dans  l'intervalle  (a,  h)  la  dérivée 
f  (x)  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  cet 
intervalle,  que  si,   dans  ce  même  intervalle,   la  fonction  f  (x)  est 
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croissante,  la  dérivée /'  (x)  n'est  jamais  négative,  puisque  le  rapport 

f{x  +  h)-f{x) 
h 

étant  positif,  sa  limite,  pour  h  =.  0,  ne  peut  être  négative;  enfin 
que,  si  la  fonction  f  {x)  est  décroissante,  la  dérivée  f  {x)  n'est  jamais 
positive. 

On  est  tenté  de  regarder  comme  évidentes  les  réciproques  de  ces 
théorèmes;  cela  serait  légitime  s'il  était  vrai  qu'un  intervalle  (a,  h) 
pût  toujours  être  décomposé  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels 
tels  que  dans  chacun  d'eux  la  fonction  f  (x)  fût  ou  constante,  ou 
croissante,  ou  décroissante;  c'est  la  fausseté,  aujourd'hui  mise  hors 
de  doute,  de  cette  supposition  qui  rend  nécessaire  la  démonstration 
des  théorèmes  suivants. 

I.  Si  la  fonction  f  {x)  admet  dans  l'intervalle  («,  h)  une  dérivée 
f  (x)  et  si  cette  dérivée  est  constamment  nulle,  la  fonction  f{x)  est 
constante  dans  l'intervalle  (a,  h). 

Soient  en  edet  x^,  x^  deux  valeurs  quelconques  qui  appartiennent 
à  cet  intervalle,  on  aura  (§  136) 

(1)  /"w-rw-c^'.-a-orc^), 

en  désignant  par  ç  un  nombre  compris  entre  x^  et  x^  ;  mais  par 
hypothèse  on  a 

r  C:)  =  0 

et  par  conséquent 

f{x,)=:f{x,). 

La  fonction  f{x)  conserve  donc  toujours  la  même  valeur  dans 
l'intervalle  (a,  h);  cette  valeur  est  nécessairement  f{a)  =  /"(&)• 

II.  Si  la  fonction  f{x)  admet  dans  l'intervalle  (a,  h)  une  dérivée 
f  (x),  si,  dans  cet  intervalle,  cette  dérivée  n'est  jamais  négative,  si 
enfin  elle  n'est  pas  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appar- 
tiennent à  un  intervalle  (a',  h')  contenu  dans  l'intervalle  (a,  b),  la 
fonction  f{x)  est  croissante  dans  l'intervalle  (a,  h). 

Soient  encore  j-j,  x^  deux  valeurs  quelconques  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  h)  et  soit  x^  <::  x^;  l'égalité  (1)  montre,   puisque  la 
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quantité  f  (ç)  est  positive  ou  nulle,  que  l'on  a 

Mais,  dans  l'intervalle  (a;,,  x^  la  fonction  f  {x)  ne  peut  être  constante, 
puisque  la  fonction  /'  {x)  n'est  pas  constamment  nulle  dans  cet 
intervalle;  il  existe  donc  un  nombre  x'  compris  entre  x^  et  x^  tel 
que  la  valeur  de  f{;x')  diffère  au  moins  de  l'une  des  quantités  f{x^), 
f  {x^;  les  ({uantités  a?!,  x' ,  x^  étant  d'ailleurs  rang-ées  par  ordre  de 
grandeur,  ou  u 

comme  les  deux  égalités  ne  peuvent  avoir  lieu  siinulfanément,  il  faut 
que  l'on  ait 

/■  (^i)  <  f  {^ù- 

C'est  ce  qu'il  fallait  établir;  on  prouvera  de  la  même  façon  le  théorème 
suivant. 

III.  Si,  dans  l'intervalle  (a,  ^),  la  fonction  f  {x)  admet  une  dérivée 
f  (x)  qui  ne  soit  jamais  po.sitive,  si  cette  dérivée  n'est  pas  nulle  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  un  intervalle  (a',  h') 
compris  dans  l'intervalle  (a,  h),  la  fonction  /  (x)  est  décroissante  dans 
ce  dernier  intervalle. 

141.  Si  une  fonction  f  (x)  est  définie  dans  l'intervalle  {a,  b),  on 
dit  qu'elle  admet  un  maximum  pour  la  valeur  ç  attribuée  à  x,  valeur 
appartenant  à  l'intervalle  (a,  b),  mais  distincte  des  limites  a,  b,  s'il 
existe  un  nombre  positif  s  tel  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs 
de  h  inférieures  à  s  en  valeur'  absolue, 

/-(;  +  /0-r(ç)<0; 

si,  dans  les  mêmes  conditions,  on  avait 

n;  +  /')-/'(;)>o, 

on  dirait  que  la  fonction  f{x)  admet  un  minimum  pour  x  =  E. 

Si  la  fonction /"(a?)  admet  un  maximum  ou  un  iiiiuiiiiiiin  pour.r  =  ç, 
et  si  pour  cette  même  valeur  elle  a  une  dérivée,  cette  dérivée  est 
nulle;  cela  résulte  du  raisonnement  employé  au  paragi^aphe  135: 
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pour  h  positif  eh  suffisamment  petit  les  deux  rapports 

f{^  +  h)-f{i)        f{^-h)-f{k) 
h  '  —h 

finissent  par  être   certainement  de   signes  contraires;    leur  limite 
commune,  pour  h  =  0,  est  donc  nulle. 

Si  donc  la  fonction  f{ûc)  admet  une  dérivée  dans  l'intervalle  (a,  h), 
on  devra  chercher  les  valeurs  de  x  qui  lui  font  acquérir  un  maximum 
ou  un  minimum  parmi  celles  qui  annulent  la  dérivée;  mais  le  choix 
et  la  distinction  de  ces  valeurs  exigent  une  étude  plus  approfondie. 

142.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la  fonction  f  {x)  étant 
continue  dans  l'intervalle  {a,  b),  cet  intervalle  peut  être  partagé  en 
un  nomhre  fini  d'intervalles  partiels  tels  que  dans  chacun  d'eux  la 
fonction  varie  toujours  dans  le  même  sens;  si,  par  exemple,'  la  fonc- 
tion est  croissante  dans  un  intervalle  et  décroissante  dans  l'intervalle 
suivant,  il  est  clair  qu'elle  présentera  un  maximum  pour  la  limite 
commune  aux  deux  intervalles;  on  dit  que,  pour  cette  valeur,  elle 
cesse  de  croître  pour  décroître  ensuite;  de  même,  si  la  fonction  est 
décroissante  dans  un  intervalle  et  croissante  dans  l'intervalle  suivant, 
elle  passe  par  un  minimum  pour  la  valeur  de  la  variahle  égale  à  la 
limite  commune  des  deux  intervalles. 

On  est  certain  d'être  dans  ce  cas  si,  dans  l'intervalle  (a,  h),  la 
fonction  f{x)  admet  une  dérivée  et  si  l'intervalle  (a,  h)  peut  être 
divisé  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels,  tels  que  dans  chacun 
d'eux  la  dérivée  f  (x)  ait  un  signe  déterminé;  si  dans  un  intervalle 
partiel  la  dérivée  est  positive,  la  fonction  est  croissante,  etc.  Peu 
importe  d'ailleurs  que  dans  un  intervalle  partiel  la  dérivée  s'annule, 
pourvu  qu'elle  ne  change  pas  de  signe  et  qu'elle  ne  soit  pas  nulle 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  un  intervalle  fini. 

Les  valeurs  qui  fournissent  les  maxima  sont  alors  caractérisées  par 
ce  fait  que  la  dérivée  y  est  nulle,  qu'elle  est  positive  pour  les  valeurs 
plus  petites,  négative  pour  les  valeurs  plus  grandes;  de  même  pour 
les  valeurs  qui  fournissent  les  minima  la  dérivée  est  nulle  et  passe 
du  négatif  au  positif. 

Par  exemple  l'expression 

4,r^  —  2x''  —  în, 

'l'ANNEnY.  —  TIléorie.  16 
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OÙ  m  esl  une  constante,  admet  une  dérivée  dans  tout  intervalle,  cette 
dérivée  est 

elle  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  à  un, 
négative  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  un;  la  fonction 
proposée  est  donc  croissante  dans  l'intervalle  ( —  oC) ,  1),  en  désignant 
par  ce  symbole  un  intervalle  dont  la  limite  inférieure  est  un  nombre 
négatif  aussi  grand  qu'on  le  veut  en  valeur  absolue  ;  elle  est  décrois- 
sante dans  l'intervalle  (1,  +  x),  elle  passe  par  un  maximum  pour 
X  =  i,  ce  maximum  est  1  —  wî;  la  fonction  grandit  d'ailleurs 
indéfiniment  par  des  valeurs  négatives,  quand  x  grandit  indéfiniment 
par  des  valeurs  positives  ou  négatives,  ou,  comme  l'on  dit  habituelle- 
ment, pour  X  =  ±  ce  ,  elle  est  égale  à  —  oo  ;  en  résumé,  quand 
X  croît  de  —  oo  à  un,  la  fonction  croît  de  —  x  à  1  —  m,  et  quand 
X  croît  de  un  à  +  00  ,  la  fonction  décroît  de  1  —  m  k  —  oo  ;  on  conclut 
de  là  (§  86)  que,  si  4  —  «i  est  positif,  la  fonction  4  0?^  —  Sx''  —  m 
s'annule  pour  une  valeur  de  x  inférieure  à  un  et  pour  une  valeur  de  x 
supérieure  à  un,  et  seulement  pour  ces  valeurs;  que,  si  l'on  a  m  :=  1, 
la  fonction  s'annule  pour  a?  =  1  et  seulement  pour  cette  valeur; 
enfin  que,  si  1  —  m  est  négatif,  la  fonction  ne  s'annule  pour  aucune 
valeur  de  x. 

143.  Il  peut  se  faire  que,  dans  l'intervalle  où  on  la  considère,  la 
fonction  f{x),  que  je  suppose  toujours  continue,  admette  une  dérivée, 
sauf  pour  quelques  valeurs  exceptionnelles  ;  une  telle  valeur  x'  sépare 
alors  deux  intervalles  partiels  {x^,  x'),  {x\  x.^)  tels  que  la  dérivée 
existe  pour  tous  les  nombres  qui  appartiennent  à  l'un  ou  à  l'autre 
des  deux  intervalles,  sauf  toutefois  pour  le  nombre  x'  ;  si  la  dérivée 
a  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  qui  appar- 
tiennent au  premier  intervalle,  si,  par  exemple,  la  dérivée  est  positive 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a?,  et  x' ,  on  peut  affirmer  que 
la  fonction  f{x)  est  croissante  dans  l'intervalle  {x^^  x'),  sans  exclure 
les  limites  de  cet  intervalle;  en  effet  le  théorème  du  paragraphe  13G 
subsiste  alors,  ainsi  qu'on  en  a  fait  l'observation  ;  il  en  est  de  même 
de  ses  conséquences.  Si,  de  même,  la  dérivée  est  négative  dans 
l'intervalle    (.r',  ,r,),  la  fonction   sera   décroissante  dans  cet  inter- 
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valle  et  présentera  un  maximum  pour  x  :=.  x' \  elle  aurait  passé 
par  un  minimum  pour  cette  même  valeur  si  la  dérivée  était 
négative  dans  le  premier  intervalle,  positive  dans  le  second;  elle 
varierait  dans  le  même  sens  dans  tout  l'intervalle  ix^^  x,)  si  la 
dérivée  avait  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant 
à  cet  intervalle,  les  nombres  x^,  x\  x^  étant  exceptés  au  besoin. 

Par  exemple  la  fonction  y  =  [y'xj  ,  continue  dans  tout  intervalle, 
n'admet  pas  de  dérivée  pour  x  =:0,  pour  toute  autre  valeur  de  x 
elle  a  pour  dérivée 

,       2    1 

'==^Fx' 

pour  a;  =  0,  la  fonction  y  passe  par  un  minimum. 

144.  On  voit  d'après  cela  la  marche  à  suivre  pour  étudier  la 
variation  d'une  fonction  donnée  par  son  expression  analytique.  On 
décomposera  d'abord  l'ensemble  des  valeurs  de  x,  de  —  oo  à  +  oo  , 
en  intervalles  partiels  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  la  fonction  soit 
définie  et  continue;  les  limites  de  ces  intervalles  pourront  être  des 
valeurs  de  x  au  delà  ou  en  deçà  desquelles  l'expression  donnée 
n'aura  plus  de  sens;  de  telles  valeurs  se  présenteront  par  exemple 
quand  l'expression  contiendra  des  radicaux  à  indices  pairs,  des 
logarithmes,  des  arcs  sinus,  etc.  ;  ces  limites  pourront  encore  être 
des  valeurs  pour  laquelle  la  fonction  est  discontinue,  ou  des  nombres 
aussi  voisins  que  l'on  voudra  de  certaines  valeurs  isolées  de  la  variable, 

1 
telles  que  a?  =  0  pour  la  fonction  -•>  pour  lesquelles  l'expression 

considérée  n'a  pas  de  sens,  mais  dans  le  voisinage  desquelles  elle 
grandit  indéfiniment,  ce  que  l'on  exprime  brièvement  en  disant  que 
la  fonction  devient  infinie.  On  se  livrera  à  une  étude  analogue  pour 
la  dérivée,  en  se  bornant  toutefois  aux  valeurs  de  la  variable  qui 
appartiennent  aux  intervalles  qu'il  y  a  lieu  de  considérer,  d'après 
l'étude  préliminaire  que  l'on  a  faite  de  la  fonction  ;  mais,  cette  fois, 
on  portera  essentiellement  l'attention  sur  les  valeurs  de  la  variable 
pour  lesquelles  la  dérivée  change  de  signe,  soit  qu'elle  s'annule,  soit 
qu'elle  cesse  d'exister  en  devenant  infinie,  ou  tout  autrement.  Ces 
nombres  limiteront  ainsi  des  intervalles  pour  lesquels  la  dérivée 
conservera  un  signe  constant.  Les  nombres  qui  limitent  des  inter- 
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valles  soit  pour  la  fonction  proposée,  soit  pour  la  dérivée,  étant  ensuite 
rangés  par  ordre  de  grandeur,  on  se  liouve  avoir  décomposé  le 
champ  de  la  variable  x  en  intervalles  partiels  pour  lesquels  on  peut 
appliquer  les  théorèmes  du  paragraphe  140;  à  l'aide  de  ces  théorèmes 
et  des  remarques  contenus  dans  les  paragraphes  suivants,  on  parvient 
à  avoir  une  idée  nette  de  la  marche  de  la  fonction. 
Soit  par  exemple  la  fonction 


y  z=z  6="  Vx  +  4  ; 

elle  n'a  de  sens  ni  pour  les  valeurs  de  x  plus  petites  que  —  4,  ni 
pour  a;  =  0;  sa  dérivée,  pour  les  autres  valeurs  de  x,  est 

1  {.v  +  2)  {x  -  4) 
2  a?2  Vx  +  4 

elle  est  positive  pour  x  <:  —  2,  négative  pour  x  compris  entre  —  2 
et  4,  positive  pour  .»  >-  4;  si  l'on  désigne  par  s  un  nombre  positif, 
aussi  petit  qu'on  le  veut,  la  fonction  est  continue  de  —  4  à  —  s, 
de  4-  £  à  4-  00  ;  si  l'on  considère  la  suite  des  nombres 

_  4,       _  2,       —  £,       +  £,       4,       +  co , 

et  que  l'on  exclue  l'intervalle  ( —  £,  +  £),  la  fonction  sera  continue 
et  admettra  (sauf  pour  x  =:.  —  4)  une  dérivée  de  signe  constant  dans 
chacun  des  autres  intervalles.  On  en  conclut  que  lorsque  x  varie 

de  —  4  à  —  2,  la  tonction  augmente  de  zéro  à  1/  -:>  qu'elle  diminue 
depuis  cette  valeur  jusqu'à 

(1)  e"^  |/4^ 

quand  x  varie  de  —  2  à  —  s,  qu'elle  diminue  encore  depuis 

(2)  .       e'  yin 

jusqu'à  c'  1/<S  quand  x  varie  de  £  jusqu'à  +  4,  enfin  qu'elle  augmente 
quand  x  varie  depuis  +  4  jusqu'à  +  co  . 
Il  reste  à  avoir  des  valeurs  approchées  des  nombres  (i)  et  (2) 
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pour  £  positif  et  très  petit;  on  les  déduit  des  formules 


I 

l/ii 

e'i  K4 

/         1          11 

e'^  K4  +  e  =  K4  +  s  A  +  ;  +  i^  i  +  .A 

la  première,  où  le  dénominateur  peut  être  supposé  aussi  grand  qu'on 
le  veut,  montre  que  lorsque  e  tend  vers  zéro,  l'expression  (i)  a  pour 
limite  zéro;  on  voit  de  même  que  lorsque  e  tend  vers  zéro,  l'expres- 
sion (2)  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives;  c'est  ce 
qu'on  exprime  plus  brièvement  en  disant  que,  x  croissant  de  —  2 

/2 
à  zéro,  y  diminue   depuis  1/  —jusqu'à   zéro,   et  que,  x  croissant 

depuis  zéro  jusqu'à  +  4,  ;/  diminue  depuis  +  00  jusqu'à  la  valeur 

1      _  /2         1      - 

e*  V'S.  Des  deux  valeurs  1/  7  et  c'  |/8,  la  première  est  un  maxi- 
mum correspondant  à  la  valeur  x=-  —  2,  la  seconde  est  un  minimum 
correspondant  à  la  valeur  a?  =  4;  enfin  on  voit  de  suite  que  lorsque 
x  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives,  il  en  est  de  môme 
de?/. 

145.  Il  est  quelquefois  commode,  pour  reconnaître  si  une  valeur  a 
de  X  qui  annule  la  dérivée  f  (x)  d'une  fonction  f  (x)  fait  acquérir  à 
cette  fonction  un  maximum  ou  un  minimum,  de  recourir  à  la  dérivée 
seconde  f"  (x),  à  supposer  qu'elle  existe.  Si  f"  (a)  est  un  nombre 
positif  et  si  la  fonction  f  (x)  est  encore  positive  pour  les  valeurs 
voisines  de  a,  ce  qui  arrivera  assurément  si  elle  est  continue,  on  voit 
que  dans  un  petit  intervalle  comprenant  a  la  fonction  f  (x)  sera  crois- 
sante; puisqu'elle  s'annule  pour  x  =  a,  elle  passe  pour  cette  valeur 
du  négatif  au  positif,  il  en  résulte  que,  pour  x  =  a,  \sl  fonction  f(x) 
présente  un  minimum.  De  même,  si  pour  x  =  a,  \e  nombre  f"  {n) 
est  négatif  et  si  la  fonction  f  (x)  est  continue  pour  a;  =:  a,  on  voit 
que,  pour  x  =  a,  la  fonction  f{x)  présente  un  maximum.  Si  l'on  a 
/■'  (a)  =  0,  on  pourra  recourir  à  la  dérivée  troisième;  si  celle-ci  n'est 
pas  nulle  pour  x  =  a  el  est  continue  pour  cette  valeur,  elle  conser- 
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vera  le  même  signe  dans  un  petit  intervalle  comprenant  le  nombre  a, 
dans  cet  intervalle  la  fonction  f  (x)  croîtra  constamment  ou  décroîtra 
constamment,  puisqu'elle  s'annule  pour  x  =  a,  elle  changera  de 
signe  en  s'annulant,  la  fonction  f  {x)  admettra  donc  un  maximum 
ou  un  minimum  pour  x  =^  a;  comme  elle  est  nulle  pour  x  =z  a, 
on  voit  que,  dans  un  petit  intervalle  comprenant  ce  nombre,  elle  reste 
négative  ou  nulle  si  x  =  a  correspond  à  un  maximum  de  f  (x), 
positive  ou  nulle  si  x  =  a  correspond  à  un  minimum  de  f  (x);  dans 
le  premier  cas  la  fonction  f  (ai)  est  décroissante  dans  ce  même  inter- 
valle, dans  le  second  cas  elle  est  croissante  :  elle  ne  présente,  pour 
X  =  a,  ni  maximum  ni  minimum.  Si  l'on  a  f"  (a)  =  0,  on  recourra 
à  la  dérivée  quatrième  Z"'^'  (x)  et  l'on  verra  sans  peine  que  suivant 
que  l'on  aura 

p'-  (a)  <  0,       f  "'  (a)  >  0, 

la  fonction  f{x)  admettra,  pour  x  =  a,  un  maximum  ou  un  minimum, 
pourvu  toutefois  que  la  fonction  /"'  soit  continue  pour  x  =  a.  Si  l'on 
avait  f^^  (a)  =  0,  on  pourrait  recourir  à  la  dérivée  cinquième,  etc. 
On  peut,  en  admettant  l'existence  et  la  continuité  des  dérivées 
successives  f  (a?),  f  (x),  f"  (x),  ...  de  la  fonction  f  (x),  pour  x  =  a, 
formuler  la  règle  suivante  :  Si  pour  x  =  a  h  dérivée  f  (x)  est  nulle 
ainsi  que  quelques-unes  de  celles  qui  la  suivent,  la  fonction  f{x) 
n'admet,  pour  x  =  a,  ni  maximum,  ni  minimum  lorsque  la  première 
dérivée  qui  ne  s'annule  pas  est  d'ordre  impair  ;  si  la  première  dérivée 
qui  ne  s'annule  pas  est  d'ordre  pair,  la  valeur  x  =  a  correspond  à 
un  maximum  ou  à  un  minimum,  selon  que  cette  dérivée  est  négative 
ou  positive.  Au  reste,  cette  conclusion  va  résulter  immédiatement 
d'une  formule  très  importante,  que  je  vais  établir  dans  le  paragraphe 
suivant. 

146.  Soit  f  {x)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  &); 
supposons  qu'elle  admette  dans  cet  intervalle  des  dérivées  première, 
seconde,  ...  n'^'"^:  f  (x),  f  (x),  ...,  /"^"^(a?).  Supposons  que  les  n  —  1 
premières  dérivées  soient  continues  dans  l'intervalle  (a,  6)  ;  quant  à 
la  ?i'^™®  dérivée,  on  suppose  seulement  qu'elle  existe  pour  les  valeurs 
de  X  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  b),  il  n'est  même  pas 
nécessaire  qu'elle  existe  pour  les  limites  o,  h  de  l'intervalle. 
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Sous  ces  conditions,  on  aura  la  formule  suivante,  où  ^  désigne  un 
nombre  appartenant  à  l'intervalle  (a,  h)  différent  de  a  et  de  h,  et  p 
un  nombre  entier  positif  quelconque,  au  plus  égal  à  n  (•)  : 

f  c^)  -  fia)  +  ^-^  r  (a)  4-  ^-^^  r  («)  + ... 
(1)  { 

+  (ft _ „)..-, f..~„ („)  +  \^^">l-^_^>^  r« (?). 

Il  convient  tout  d'abord  d'indiquer  comment  on  a  pu  se  proposer 
(l'établir  une  pareille  formule.  C'est  par  une  voie  toute  naturelle 
(ju'on  est  parvenu  (§  HT)  à  la  formule 

f  (.  + /o  =  f  (.)  +  ^  r  (z)  +  ^  r  G-)  +  • .  • 

H p-'^  (z)  + 

où  f{z)  désigne  une  fonction  de  la  variable  z  développable  en  une 
série  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z, 
convergente  tant  que  |  z  |  est  inférieur  à  un  certain  nomlire  positif  P 
et  où  /''  (z),  f"  (z),  ...  désignent  les  séries  dérivées  de  f{z);  cette 
formule  convient  tant  que  l'on  a 

|c|<P,      \h\^P-\z\. 

Si  f(z)  désigne  une  fonction  continue  quelconque,  admettant  des 
dérivées  première,  seconde,  ...,  n'*™",  il  est  dès  lors  naturel  de 
chercher  une  expression  de  l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant 
pour  f{z~h  h)  la  somme  des  n  premiers  termes  du  second  membre, 
c'est  à  dire  d'évaluer  la  différence 

n^  +  '.)  -  rw  -  'i  r  (^)  - ...  -  i,,'X~v>  f"""  (-); 


(1)  On  (lonno  d'habitude  à  cette  formule  le  nom  de  Taylor;  il  convient  toutefois  de 
remarquer  «luo  Taylor  n'a  considéré  que  la  série  illimitée;  l'expression  du  dernier 
terme  de  la  formule,  dit  terme  complémentaire,  a  été  donné,  pour^j  =:  n,  par  Lagrango 
dans  le  Traité  des  fonctions.  L'expression  générale  de  ce  terme  a  été  donnée  par 
M.  Sclilomilch  et  par  M.  lAoche  [Journal  de  Lioiiville,  t.  III,  p.  271);  la  démonstration  qui 
suit  est  due  à  M.  îlouché. 
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cette  différence,  quand  on  y  remplace  z  par  a  et  2  +  /i  par  h  devient 

c'est  précisément  cette  quantité  dont  on  va  trouver  une  expression 
qui  justifiera  l'égalité  (1),  et  cela  par  un  procédé  tout  semblable  à 
celui  que  l'on  a  employé  dans  le  paragraphe  136,  pour  établir  un  cas 
particulier  de  la  proposition  que  nous  avons  en  \iie. 
Soit  donc,  pour  abréger, 


I^,[fW-f(«)--7-"r(a) 


h  —  a 


1.2 

et  considérons  la  fonction  de  x 


^'(«)--ETf(&)^'-(«)] 


xY) 


cette  fonction  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  h)  puisque  c'est  une 
somme  de  produits  de  fonctions  continues  dans  cet  intervalle;  elle 
est  nulle  identiquement  pour  a?  =  &,  et,  en  vertu  de  l'égalité  (2), 
pour  a;  =  a  ;  elle  admet  une  dérivée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  (a,  6),  sauf  peut-être  pour  les  limites  a,  h  ; 
dans  ces  conditions,  on  sait  (§  135)  que  cette  dérivée  est  nulle  pour 
une  valeur  ;  comprise  entre  a  et  &,  différente  de  a  et  de  b;  cette 
dérivée  est  d'ailleurs 

HH  r  w  +  -7^  ('(.)  +  ...  +  lïZS-^)  f'"  w 

on  a  écrit  sur  la  première  ligne  les  termes  où  figurent  les  dérivées 
des   facteurs  f{x)^  f  Ç^)-!   ••■>  f''"~^- i^)-,  sur  la  seconde  ligne  les 
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termes  où  figurent  les  dérivées  des  facteurs  h — x,  {b  —  xy,  ..., 
(b  —  a?)"~S  sur  la  troisième  ligne  la  dérivée  de  — A  {b  —  x)'' ; 
après  des  réductions  évidentes,  on  aura  pour  la  dérivée  cherchée 

o'  {x)=.pA{b-  xy-^  -  ^^l~^^^2i)  f"  (^)- 

En  écrivant  que  cette  dérivée  est  nulle  pour  a;  =  ^,  en  supprimant 
le  facteur  (b  —  ^)^~^  qui  n'est  pas  nul,  on  a 

^  -  1.2. ..{n-l).p'      ^'^' 

en  remplaçant  A  par  cette  valeur  dans  l'égalité  (2),  on  obtient  l'éga- 
lité (1),  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Si  l'on  remplace  a  par  x,  h  par  x  +  h  et  '^  par  x  +  0^,  en  dési- 
gnant par  6  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un,  qui  n'est  d'ailleurs 
ni  zéro  ni  un,  l'égalité  (1)  prend  la  forme 

f{x  +  h)  =  fix)  +  ^'  f  (x)  + 1^  r  (x)  + ... 

(I)   l  1  1.2 

>-  1.2  ...(,.-1)  f"-"(-^^  -  1.2...(„-l).p  ^'"'(^  -  »")■ 

Le  dernier  terme  porte  le  nom  de  terme  complémentaire;  pourp  =  n 
il  prend  la  forme 

o^/'- (•"•  +  *"')■ 

147.  Pour  faire  une  application  de  cette  formule  à  la  théorie 
exposée  dans  le  §  145,  supposons  que,  pour  x  =  a,  la  formule  soit 
applicable  et  que  l'on  ait,  en  conservant  les  notations  du  paragraphe 
précédent, 

supposons  enfin  que  dans  un  intervalle  suffisamment  petit  compre- 
nant le  nombre  a,  la  fonction  f  "  (x)  conserve  le  signe  de  /""  (a),  ce 
qui  arrivera  sûrement  si  /""  (x)  est  une  fonction  continue  pour  a;  =  a, 
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la  formule  (1)  donnera 

f{a  +  h)-f  (a)  =  Y^^^^  f"  (''  +  0^0; 

Supposons  que  la  valeur  a  +  h  reste  comprise  dans  l'intervalle  où 
la  fonction  f "  (x)  conserve  le  signe  de  f"  (a)  ;  la  formule  précédente 
montre  que,  si  n  est  pair,  la  quantité  f  {a  +  h)  —  /"(a) est  de  même 
signe,  quel  que  soit  le  signe  de  /«,  que  f^"-'^  (a);  suivant  donc  qu'on 
aura 

/■'"^  (a)  <  0,       ou      /■(")  (a)  >  0, 
on  aura 

f{a  +  h)<f  (a)      ou       f  {a  +  h)  >  f  (a)  ; 

dans  le  premier  cas,  la  fonction  f{x)  admet  un  maximum  pour  a?  =  a, 
dans  le  second  cas  elle  admet  un  minimum.  Au  contraire,  si  n  est 
impair,  le  second  membre  change'  de  signe  avec  h  et  la  fonction  /'  (x) 
n'admet,  pour  x  =:  a,  ni  maximum  ni  minimum. 

148.  On  a  déjà  rencontré  (§§  81,  144)  des  exemples  de  fonctions 

données  par  des  expressions  analytiques  qui  cessent  d'avoir  un  sens 

pour  certaines  valeurs  de  la  variable;  telles  sont,  pour  a?  =  0,  les 

fonctions 

X  —  sin  a? 

-, '      ochgx; 

on  dit  souvent  que,  pour  une  telle  valeur  de  la  variable,  l'expression 
considérée  prend  une  forme  illusoire.  S'il  arrive  que,  lorsque  la 
variable  tend  vers  la  valeur  a  qui  donne  une  forme  illusoire  à  l'expres- 
sion, celle-ci  tende  vers  une  limite,  il  y  a  lieu  de  chercher  à  déter- 
miner cette  limite  et  de  continuer  en  quelque  sorte  la  fonction  en 
lui  attribuant,  pour  la  valeur  a  de  la  variable,  cette  valeur  limite,  à 
laquelle  on  donne  souvent  le  nom  de  vraie  valeur.  Je  donnerai  tout 
à  l'heure  des  règles,  connues  sous  le  nom  de  lègles  de  l'Hospital,  qui 
permettent,  dans  des  cas  assez  nombreux,  de  trouver  ces  vraies 
valeurs.  Je  veux  montrer  auparavant  sur  quelques  exemples  comment 
on  peut  les  obtenir  par  l'emploi  des  développements  en  série  et  com- 
ment on  parvient  souvent  ainsi  à  des  formules  simples  qui  permettent 
de  reconnaître  la  façon  dont  se  comporte  la  fonction  considérée  pour 
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les  valeurs  de  la  variable  voisines  de  celle  qui  fait,  acquérir  une  forme 
illusoire  à  l'expression  de  cette  fonction. 

Pour  abréger  le  langage,  je  me  conformerai  à  l'usage  en  vertu 
duquel  on  dit  qu'une  fonction  est  infinie  pour  x  =  a  lorsqu'elle  n'a 
pas  de  sens  pour  x  =  a  et  qu'elle  grandit  indéfiniment  en  valeur 
absolue  quand  x  tend  vers  a;  il  peut  d'ailleurs  être  nécessaire  de 
distinguer  le  cas  où  x  tend  vers  a  en  restant  plus  petit  que  a  du  cas 
où  X  tend  vers  a  en  restant  plus  grand  que  a  ;  la  fonction  considérée 
peut  devenir  infinie  dans  un  cas  et  ne  pas  devenir  infinie  dans  l'autre  ; 
ou  bien  elle  peut  grandir  indéfiniment  par  des  valeurs  positives  dans 
un  cas,  par  des  valeurs  négatives  dans  l'autre,  etc.  ;  je  dirai  de  même 
qu'une  fonction  a  pour  x  infini  une  valeur  A,  ou  tien  est  infinie 
pour  X  infini,  lorsque  x  grandissant  indéfiniment,  soit  en  valeur 
absolue,  soit  par  des  valeurs  positives,  soit  par  des  valeurs  négatives 
(suivant  les  circonstances  il  convient  on  non  de  distinguer  ces  divers 
cas),  la  fonction  a  pour  limite  A,  ou  bien  grandit  indéfiniment  (soit 
en  valeur  absolue,  soit  par  des  valeurs  positives,  soit  par  des  valeurs 
négatives). 

Soit  f  (x)  une  fonction  qui  devient  nulle  ou  infinie  pour  x  =  a;  on 
a  vu  (§§  110,  115)  que,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  cette  fonction, 
en  y  remplaçant  x  par  a  -+-  /i,  prend  la  forme 

(1)  /i"  P  (h), 

P  (11)  est  une  série  qui  procède  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  h,  convergente  tant  que- 1  h  \  est  inférieur  à  un  certain 
nombre  positif;  et  dans  laquelle  le  terme  indépendant  de  h  n'est  pas 
nul,  en  sorte  que  l'on  a 

P(0)^0; 

n  est  un  nombre  entier  positif  si  la  fonction  f  (x)  s'annule  pour 
X  =  a,  négatif  si  elle  est  infinie.  Réciproquement,  si  une  fonction 
f  (x),  lorsqu'on  y  remplace  x  par  a  +  h,  prend  la  forme  (1),  on  sait 
comment  elle  se  comporte  pour  des  valeurs  de  x  voisines  de  a;  on 
peut,  en  limitant  la  série  P  (h)  à  tel  terme  que  l'on  veut,  avoir  des 
formules  qui  permettent  de  calculer  la  valeur  de  la  fonction  avec  une 
grande  approximation;  on  peut  (§  110),  si  elle  devient  infinie,  en 
séparer  la  partie  qui  devient  infinie,  etc..  Il  n'est  même  pas  néces- 
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saire  que  n  soit  entier;  toutefois,  lorsque  n  n'est  pas  entier,  h"  n'a  de 
signification  que  si  h  est  positif,  à  moins  que  n  ne  soit  égal  à  une 
fraction  dont  le  dénominateur  est  impair. 
Considérons  maintenant  une  expression  de  la  forme 

m. 

si  le  numérateur  et  le  dénominateur  deviennent  ou  nuls  ou  infinis 
pour  une  valeur  a  attribuée  à  x  et  si,  en  posant  x  =  a  +  h,  le 
numérateur  et  le  dénominateur  prennent  la  forme  (i),  en  sorte  que 
l'on  ait 

f  {a  +  It)  =  /i"  P  (/i), 

o{a  +  },)  =  h''Q(h), 

en  désignant  par  P  (/(.),  Q  (/;)  des  séries  qui  procèdent  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  /(,  convergentes  tant  que  |  ii  \  est 
inférieur  à  un  certain  nombre  positif  et  dans  lesquelles  enfin  le  terme 
indépendant  de  h  n'est  pas  nul,  pour  les  valeurs  de  h  suffisamment 
petites,  autres  que  zéro,  on  aura 

fjx)  ^  f{a  +  h)  ^  P^)_ 

ç(.r)     'o(a  +  h)  Q{hy 

d'ailleurs  (§  110),  le  rapport  prjT\  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une 

série  R  (/t)  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  h, 
dans   laquelle  le  coefficient  du  terme   indépendant  de   h  n'est   pas 

nul,  on  aura  ainsi  mis  —7 ~  sous  la  forme  (1)  et  le  problème 

(S  {a  -h  h)  ^  ^  '■ 

sera  résolu;  en  particulier,  ce  rapport  n'aura  de  limite  pour  h  =  0 

que  si  l'on  a  n^p.  Cette  limite  sera  nulle  si  n  est  plus  grand  que  p^ 

différente  de  zéro  et  égale  au  premier  terme  de  la  série  R  (h)  si  l'on 

a  71  =r  p.  Lorsque  n  et  p  sont  des  entiers  positifs  et  que  l'inégalité 

précédente  est  vérifiée,  on  voit  de  suite,  en  se  reportant  à  la  forme 

des  développements  P  (h)  et  Q  (h)  que  la  limite  cherchée  est  égale  à 

r^'  (a) 
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La  même  méthode  s'appliquera  à  des  expressions  de  la  forme 

f{x)Xo{x) 

dans  lesquelles  le  premier  facteur  est  nul  et  le  second  facteur  infini 
pour  X  =  «,  ces  deux  facteurs  prenant  tous  les  deux  la  forme  (1) 
quand  on  fait  x  =  a  +  /«,  comme  aussi  à  des  expressions  de  la  forme 

où  les  deux  termes,  infinis  pour  x  =  a,  prennent  encore  la  forme  (1) 
pour  X  =  a  +  h;  on  a  dans  le  premier  cas  à  faire  le  produit  de  deux 
séries,  et  dans  le  second  cas,  la  différence  de  deux  séries. 

Enfin,  dans  le  cas  où  l'on  aurait  à  chercher  des  valeurs  limites 

1 

pour  X  infini,  on  poserait  x^  -  et  l'on  serait  ramené  à  chercher  des 

valeurs  limites  pour  z=0;  on  y  parviendra  sans  peine  si  les  mé- 
thodes précédentes  s'appliquent. 

Voici  quelques  exemples  : 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 

X  —  sin  X 
x^ 

s'annulent  pour  x  =  0;  en  y  remplaçant  sin  x  par  le  développement 
en  série 

X       x^        a;-*  

r  ~~  "e  "^^  Î2Ô 

on  voit  que  la  fraction,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  autres  que  zéro, 
est  égale  à 

1  _^ 

6        120  "^  ■■■' 

1 

en  lui  attribuant  la  valeur  -  pour  x  =  0,  la  fraction  proposée  sera 

une  fonction  continue  dans  tout  intervalle.  La  valeur  approchée  - 

x^ 
—  — -  montre  que  cette  fonction  passe  par  un  maximum  pour  x  =  0 

et  que  ce  maximum  est  -• 
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L'expression 

(2x-7:)tfx 

a  un  facteur  nul  et  un  facteur  infini  pour  x  =  '^-y  en  faisant  x  = 
+  h,  on  voit  aisément  qu'elle  se  met  sous  la  forme 


if-  h       h\  37 


en  sorte  que,  dans  le  voisinage  de  -  ?  on 
2 


{2x  —  7:)  Uf  X 


^-2 


;-J(-3 


pour  a7  =  ^'>  l'expression  proposée  devient  infinie;  elle  diffère  peu 
de  — - —  lorsque  x  est  voisin  de  ^  • 


Soit  encore  l'expression 


Vx-  -\-  X  +  l  +  V^x-  —  1  —  3a;; 

cherchons  à  l'évaluer  pour  des  valeurs  de  x  très  grandes  et  positives; 
on  a,  pour  de  telles  valeurs,  en  vertu  des  propositions  démontrées 
dans  les  §§  102  et  118, 

Vx^  +  X  -\-  l=x\  l  +  -  +  ~,y 

-'[-Kl'i)-K^i)"-] 

1        3  1 

=  ^^-^-2-^8^  +  -' 

V^x'-  —  1  =2x(\  —  AV^=  2x  —  ^+  ... 
et  par  conséquent 


l/.r-^  +  X  4-  1  4-  Vii3f-  _  1  _  3a'  =  -  +  ^  -  +  ... 

2       Sa? 
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il  est  clair  que  le  second  membre  quand  x  augmente  indéfiniment  a 

1 

pour  limite  -•  Lorsque  x  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs 

négatives,    l'expression    proposée    augmente   indéfiniment  par    des 
valeurs  positives. 

149.  Voici  maintenant  quelques  autres  exemples  où  on  parvient 
encore  aux  vraies  valeurs  par  l'emploi  de  développements  en  séries; 
mais  où  l'on  n'a  pas,  à  proprement  parler,  des  formules  d'approxima- 
tion comme  dans  les  cas  précédents. 

Soit  l'expression 


où  n  est  un  nombre  positif,  le  numérateur  et  le  dénominateur  aug- 
mentent indéfiniment  quand  x  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs 
positives;  cherchons  comment  se  comporte  la  fraction. 
On  a,  quel  que  soit  a?, 

X         X^  cr.P 

e^  =  1  +-  +  —-  +  ...  + 


1        1.2  1.2  .../j 

et,  puisque  x  est  positif, 


X        X- 

XP 

■    '    1.2...  p 

a?"                             X" 

or,  si  l'on  prend  p  >-  n,  il  est  clair  que  le  second  membre  augmen- 
tera indéfiniment  avec  a?  ;  il  en  est  de  même,  à  fortiori,  du  premier. 
Mais  le  second  membre  ne  fournit  pas,  pour  x  très  grand,   de 

valeurs  approchées  pour  —  ?  car  les  termes  qu'on  a  négligés  dans  le 

développement  de  e^  sont  très  grands  par  rapport  à  ceux  que  Ton  a 
conservés. 

Il  résulte  de  la  démonstration  précédente,  ou  l'on  voit  directement 
de  la  même  façon,  que,  si  P  (x)  désigne  un  polynôme  entier  en  x  de 
degré  quelconque,  le  rapport 
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augmente  indéfiniment,  par  des  valeurs  positives  ou  négatives  suivant 
le  signe  du  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  P  (a?), 
lorsque  x  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives.  . 

Le  précédent  rapport  tend  vers  zéro  quand  ce  augmente  indéfini- 
ment par  des  valeurs  négatives,  puisque  e'^  tend  alors  vers  la  limite 
zéro. 

L'expression 

x" 

Q-X  y.n   __    _ 

tend  vers  zéro,  quel  que  soil  n,  quand  x  augmente  indéfiniment  par 
des  valeurs  positives. 

Si  n  est  un  nombre  posilif,  il  y  a  lieu  de  chercher  si  l'expression 

.-r"  log  X 

tend  vers  une  limite  quand  x  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives; 
si  l'on  fait 

X  :=  -■>      z  =  —  log  a;  ; 

lorsque  x  tendra  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  z  augmentera 
indéfiniment  par  des  valeurs  positives;  on  aura  d'ailleurs 

z        —  nz 

x"-  log  a?  =  —  —    =::  » 

lorsque  z,  ou  nz,  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives, 
le  dernier  membre  de  l'égalité  précédente  tend  vers  zéro;  il  en  est 
de  même  de  l'expression  considérée  a;"  log  x. 

On  prouvera  de  la  même  façon  que  si  n  est  un  nombre  positif 
quelconque,  l'expression 

log  X 
X" 

tend  vers  zéro  quand  x  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs 
positives. 

Il  résulte  de  là,  par  exemple,  que  la  série 

1  1  1 


(log  2)"       (log  -.iy  (log  n)> 
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est  divergente  quel  que  soit  le  nombre  p  ;  car  si  on  le  compare  à  la 
série  divergente 

11  1 

on  voit  que  le  rapport  de  deux  termes  de  même  rang,  à  savoir 

1     -M' 


Llog  nj 


augmente  indéfiniment  quand  n  augmente  indéfiniment  (§65)  (^). 
Si  n  désigne  un  nombre  positif,  l'expression 

1 

augmente  indéfiniment  quand  x  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  posi- 
tives. 

On  traitera  ce  cas  directement  en  développant  e^  en  série,  ou  on  le 
ramènera  à  un  cas  précédemment  étudié  en  posant 

1  _^ 

Quand  x  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  négatives,  si  n  est  un  nombre 
positif  ou  négatif  tel  que  l'expression  x"  ait  un  sens,  la  quantité 

tend  vers  zéro  ;  cela  est  évident  si  n  est  positif,  cela  résulte  du  théo- 
rème précédent  si  n  est  négatif. 
Proposons-nous  encore  de  chercher  si  l'expression 

x"" 

a  une  limite  lorsque  x  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives. 

Le  logarithme  de  cette  expression  est  x  log  x;  il  tend  vers  zéro 
quand  x  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives;  dans  ces  mêmes 
conditions  l'expression  a;*  a  donc  pour  limite  l'unité. 

^1)  Ilermite,  Cours  ...,  rédigé  par  M.  Aiuloycr,  p.  CG. 

Tannery.  —  Thforie.  17 
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150.  Avant  d'élablir  les  règles  de  l'Hospilal  qui  seiont  l'objet 
piinLii)al  du  paragraphe  suivant,  je  vais  démontrer  le  lemme  que 
voici  : 

Soit  f{x)  une  fonction  de  x  qui  augmente  indéfiniment  en  valeur 
absolue  quand  oc  tend  vers  Xy  par  des  valeurs  moindres  que  a-j,  mais 
qui,  dans  tout  intervalle  limité  par  un  noinbi'e  donné  a  <;  x^,  d'une 
part,  et,  de  l'autre,  par  un  nombre  quelconque  h  compris  entre  a  eix^, 
est  continue  et  admet  une  dérivée/"'  {x);  il  existe  une  suite  infinie 
de  nombres 

compris  entre  a  et  cc^  et  ayant  Xi  pour  limite,  telle  que  la  valeur 
absolue  de  f  (E„)  grandisse  indéfiniment  avec  n. 
Soit  en  effet 

1'        2'    ■■*    •"■n5    ••• 

une  suite  infinie  de  nombres  positifs  croissants  et  telle  que  A„  aug- 
mente indéfiniment  avec  7i. 
Soit 

a^,  rt,,  ...,  rt„,  ... 

une  suite  infinie  de  nombres  croissants  compris  tous  entre  a  et  x^, 
admettant  x^  pour  limite. 

Soient  encore  A  un  nombre  positif  quelconque,  a  et  j?  deux  nom- 
bres quelconques  compris  entre  a  et  aJ^,  on  aura  (§  136) 

X  —  a 

en  désignant  par  z  un  nombre  compris  entre  %  e\.  x;  or,  pour  satis- 
faire à  l'inégalité 

I  f  (;)  !  >  A, 

il  suffira  de  supposer 

\f{x)\::^k{x,-a)+  \f{r)\; 

il  existe  d'ailleurs  certainement  un  nombre  x  qui  permet  de  satis- 
faire à  cette  inégalité,  puisque  la  valeur  absolue  de  f{x)  augmente 
indéfiniment  quand  x  s'approche  de  x^. 

Désignons  en  général  par  ç„  le  nombre  trouvé  pour  ;,  en  prenant 
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dany  le  calcul  précédent 

a  =:  «„,       A  =  A„, 
on  aura 

I  f   il.)  I  >  A„, 

et  ces  deux  inégalités,  combinées  avec  les  hypothèses  relatives  aux 
suites  ttj,  a^,  ...,  a,„  ...,  A^,  A,,  ...,  A„,  ...,  mettent  en  évidence  la 
proposition  annoncée. 

Si,  lorsque  x  tend  vers  x^  par  des  valeurs  croissantes,  la  déri- 
vée f  (x)  finissait  par  croili'e  (ou  par  décroître)  constamment,  il  est 
clair  que  cette  dérivée  augmenterait  indéfiniment,  par  des  valeurs 
positives  (ou  négatives). 

Il  est  clair  aussi  qu'on  aurait  un  théorème  analogue  pour  le  cas 
où  la  fonction  f  {x)  augmenterait  indéfiniment  quand  x  tend  vers  x^ 
par  des  valeurs  plus  grandes  que  Xi . 

151.  Les  règles  que  j'ai  maintenant  en  vue  concernent  la  recher- 
che de  la  vraie  valeur  d'une  fraction 

<^{x) 

dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  s'annulent  ou  deviennent 
infinis  pour  une  môme  valeur  de  x. 

Plaçons-nous  d'abord  dans  le  premier  cas,  et  supposons  que  les 
fonctions  f  (x),  ç  (x)  soient  nulles  pour  x  =  a,  que  ce  nombre  a 
appartienne  à  un  intervalle  {p,  q)  dans  lequel  les  fonctions  f  (x), 
ç  (x)  admettent  des  dérivées  f  (x),  9'  {x),  dans  lequel  enfin  les 
fonctions  ç  (x),  ç'  (x)  ne  s'annulent  pas,  sauf  pour  x  =  a. 

Dans  ces  conditions,  je  vais  montrer  que,  si  lorsque  x  tend  vers  a 

par  des  valeurs  appartenant  à  l'intervalle  (p,  q),  le  rapport    ,      [  tend 

f(x) 
vers  une  limite  l,  le  rapport  —7--  tendra  aussi  vers  cette  limite. 

c,{X) 

f  (•») 
Si,  en  effet,  le  rapport    ,         tend  vers  /,  à  chaque  nombre  positifs 
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correspondra  un  nombre  positif  •/;,  tel  que  l'on  ait 

I  ?  (^)        I 

sous  la  condition  que  x  appartienne  à  l'intervalle  {p,  q)  et  que  l'on  ait 

0  -<  I  a;  —  a  I  <:•/;. 

Pour  ces  mêmes  valeurs  de  x,  on  a  (§  137) 

f{x)^f{.xi)-f{a)^f'(:^^ 
9  (a?)        cp(j-0  — 9(a)       9'  (;)' 

^  étant  un  nombre  compris  entre  a?  et  a  et  satisfaisant  donc  aux 
inégalités 

0  <  1  ç  -  a  I  <  •/;, 
on  aura  donc 

\fM^i\-\CJâ)^i\^.. 
\o{x)     M~l9'(;)       I       ' 

ainsi,  à  chaque  nombre  positif  e  correspond  un  nombre  positif  v-,  tel 
que  les  inégalités 

0  <:  1  .17  —  a  \  <  -^ 

entraînent  l'inégalité 

en  supposant  toujours  que  x  appartienne  à  l'intervalle  {p,  q).  C'est 

f  (x) 
dire  (§  79)  que  lorsque  x  tend  vers  a,  le  rapport  ——'-  tend  vers  l. 

0  [x) 

On  ne  peut  pas  conclure  de  la  démonstration   précédente  que, 
réciproquement,  si  le  rapport  -j-x  tend  vers  la  limite  l  lorsque  x 

tend  vers  a,  le  rapport    ,  )  !•  tend  vers  la  même  limite  :    on  peut 
?  (x) 

toutefois  affirmer  l'existence  d'une  sr.ito  infinie  de  nombres  ;,,  ;,, 

...,  ;„,  ...  appartenant  à  l'intervalle  {p,  q)  et  ayant  pour  limite  le 
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nombre  «,  telle  que  la  suite  inlinie 

?'(^.)'    ?'(;.)'     '     ?'(U' 

ait  pour  limite  le  nombre  l. 

En  eflet,  si  l'on  considère  une  suite  infinie  de  nombres  .t,,  a;,,  ..., 
x„,  ...  appartenant  à  l'intervalle  (p,  g)  et  ayant  a  pour  limite,  la 
suite  infinie 

aura  pour  limite  le  nombre  /;  or,  à  chaque  nombre  x„  correspond 
un  nombre  Ç„,  compris  entre  x„  et  a,  tel  que  l'on  ait 

la  suite  ^j,  ç^,  ...,  ^,„  ...  ainsi  formée  aura  évidemment  le  nombre  a 

f  ikn) 

pour  limite  et  la  suite  dont  le  îi'^"^^  terme  est    ,         aura  pour  limite  l. 

f  '  (;r) 
Si,  donc,  le  rapport  — 7—  tend  vers  une  limite  lorsque  x  tend  vers  a, 

?   W 
cette  limite  ne  pourra  être  autre  que  l.  Il  en  sera  ainsi,  en  parti- 
culier, si  les  deux  fonctions  f  (a:)  et  9'  {œ)  sont  continues  pour  x=za 
et  si  l'on  a 


Au  surplus,  cette  conséquence  est  contenue  dans  le  théorème  direct. 
Revenons  maintenant  à  ce  théorème  et  à  la  règle  qui  en  résulte. 

Il  peut  arriver  que  pour  x  =  a,  les  termes  du  rapport    ,         soient 

nuls  ;  dans  ce  cas  il  semble  qu'on  n'ait  rien  gagné  à  l'application  de 
la  règle;  toutefois  le  nouveau  rapport  peut  être  plus  simple  que 
l'ancien;  il  peut  être  plus  facile  d'en  calculer  la  limite.  Au  surplus 
on  peut  appliquer  à  ce  rapport  la  même  règle  qu'au  précédent  :  si, 
dans  l'intervalle  {p,  q)  les  fonctions  f  (x),  o'  (x)  admettent  des 
dérivées  f  (as),  9"  (x),  si  les  fonctions  ç'  {x)  et  (p"  (x)  ne  s'annulent 

pas  pour  d'auti"e  valeur  que  os  =  a,  si  enfin  le  rapport    ^        tend 
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f  ('V) 

vers  une  limite  /  quand  x  tend  vers  «;  le  rapport    ,  '      tendra  vers 

la  Miùme  limite,  et  il  en  sera  par  conséquent  de  même  du  rap- 

port^-H'  etc. 
o{x) 

Au  surplus,  si  dans  l'intervalle  {ji,  q)  les  fonctions  f  (x),  o  (x) 
admettent  des  dérivées  d'ordre  1,  2,  ...,  i  et  sont,  pour  x  =  a, 
nulles  ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  i  —  1,  si  les  fonc- 
tions 9  (;r),  9'  (x),  ...,  9*'"^  (x)  ne  s'annulent  pas  pour  d'autre  valeur 
que  X  ^=  a,  là  suite  d'égalités,  obtenues  par  l'application  répétée  du 
théorème  du  paragraphe  137, 


r  i^) 

f  (;)  - 
9'  (?)  - 

-  f  («) 

-  ?'  («) 

rc-') 

-'0 

OÙ  les  nombres  ^,  ^',  ^'',  ...,  ^^'-"  .sont  compris  entre  x  et  a,  met 
directement  en  évidence  cette  proposition  :  .^^i  le  rapport 

r^x) 

f  (x) 
lorsque  x  tend  vers  a,  tend  vers  une  limite  l,  le  rajtporl  ^— —  tend 

9  ("Tj 
vers  la  même  limite. 

Si  l'on  considère  par  exemple  le  rapport 

X  —  sin  X 
x"       ' 

dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  s'annulent  pour  a?  =  0,  on 
voit,  en  appliquant  la  règle  précédente,  que,  lorsque  x  tend  vers 
zéro,  il  doit  tendre  vers  la  même  limite  que  les  rapports  successifs 

1  —  cos  07        sin  X         1 . 


3x^  Q  X  6 

la  Umile  du  dernier  rapport  est  évidemment  -■>  lelle  est  donc  la  vraie 

6 
valeur  cherchée. 
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Supposons  maintenant  que  pour  a?  =  a  les  deux  ternies  du  ra])port 

m 

soient  infinis. 

Je  supposerai  qu'on  cherche  la  limite  de  ce  rapport  lorsque  x  tend 
vers  a  par  des  valeurs  plus  petites  que  a;  l'analyse  serait  toute 
pareille  si  l'on  supposait  que  x  tendît  vers  a  par  des  valeurs  plus 
grandes  que  a. 

Je  suppose  qu'à  chaque  nombre  positif  A,  quelque  grand  qu'il  soit, 
corresponde  un  nombre  positif  -^  tel  que  les  inégalités 

0  <;  «  —  X  -<.-q 

entraînent  les  inégalités 

|f(a^)|>A,      |.(.^)|>A. 

Je  suppose  en  outre  qu'il  existe  un  nombre  79  <:  a  tel  que  dans 

tout  intervalle  limité  d'une  part  par  le  nombre  p,  de  l'autre  par  un 

nombre  quelconque  compris  entre  p  et  a,  les  fonctions  f  (a?),  ç  {x) 

admettent  des  dérivées  f  (a?),  9'  (a?)  et  que,  enfin,  dans  un  pareil 

intervalle  les  fonctions  f{x),  o  (x),  f  (x),  0'  (x)  ne  s'annulent  jamais; 

je  ne  considérerai  d'ailleurs  que  des  valeurs  de  x  comprises  entre  j9 

et  a. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  lorsque  x  tend  vers  a,  par  des  valeurs  comprises  entre  p  et  a, 

f  (x) 
le  rapport    ,         tend  vers  une  limite  ?,  il  en  est  de   même  du 

tp     {X) 

rapport  — --—  • 

9  {x) 

Soit,  en  effet,  e  un  nombre  positif  arbitraire,  d'après  l'hypothèse 

f 
;lative  au  rapport  - 

tel  que  la  différence 


relative  au  rapport    ,  )  ^  y  il  existe  un  nombre  a  compris  entre  p  et  a 

9    (*) 


soit  en  valevu'  absolue  moindre  que  £  pour  toutes  les  valeurs  de  la 
variable  qui  satisfont  aux  inégalités 

(1)  a  ^  a?  <  a 
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Soit  X  une  quelconque  de  ces  valeurs,  on  aura  (,^  137) 

ç  étant  un  nombre  compris  entre  a  et  x,  qui,  par  conséquent,  mis  à 
la  place  de  x,  vérifie  les  inégalités  (1),  en  sorte  que  les  membres  des 
égalités  précédentes  peuvent  être  représentés  par  l  +  s! ,  en  dési- 
gnant par  e'  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  est  moindre  que  e. 

D'autre  part,  comme  f  {x)  et  ç  (x)  grandissent  indéfiniment  en 
valeur  absolue  quand  x  tend  vers  a,  il  existe  un  nombre  ^  compris 
entre  a  et  a  tel  que,  sous  la  condition 

(2)  ^  ^  X  <  a, 

la  différence 

m^i 

o{x) 

soit,  en  valeur  absolue,  moindre  que  e;  si  donc  x  vérifie  les  inéga- 
lités (2),  on  peut  poser 


1  _  iS^ 

en  désignant  par  e'  un  nombre  dont  la  valeur  absolue  est  moindre 
que  e;  dès  lors,  sous  la  condition  (2),  on  aura 


o  {x)        1  4-  e" 
la  différence  entre  cette  quantité  et  /,  à  savoir 
t'  —  z'I 
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est  moindre  en  valeui"  absolue  que 

eji  +  n 


où  V  désigne  la  valeur  absolue  de  l;  or  il  est  clair  que  la  quantité 
positive  -—. peut  être  supposée  plus  petite  que  tel  nombre 

1   c 

positif  6  que  l'on  voudra;  il  suffit  en  effet  de  prendre 


1  +  1'  +  r 

on  est  donc  parvenu  à  cette  conclusion  :  à  chaque  nombre  positif  0 
correspond  un  nomljre  (3  <:  «,  tel  que  les  inégalités 

entraînent  l'inégalité 

ç(x)  I 

f  (x) 
C'est  dire  que  le  rapport  —^  tend  vers  l  quand  x  tend  vers  a. 

0  {x)  ^ 

f  (x) 
On  montrerait  sans  peine  que,  réciproquement,  si  le  rapport 

tend  vers  une  limite  l  lorsque  x  tend  vers  «,  il  existe  une  suite 
infinie  de  nombres  Çj,  Ç.^,  ...,  ç„,  ...  plus  petits  que  a,  ayant  a  pour 
limite,  telle  que  la  suite  infinie 

ait  pour  limite  l. 

Revenons  maintenant  à  la  règle  qui  résulte  du  théorème  direct; 

il  ne  semble  pas  qu'il  y  ait  grand  avantage  à  l'appliquer  à  la  recherche 

f  {x) 
de  la  limite   d'un  rapport  -~r  dont  les  deux  termes  deviennent 

infinis  pour  x  =  a,  puisque,  en  vertu  du  paragraphe  précédent,  il 

f  (v) 
en  est  généralement  ainsi  des  termes  du  rapport     .        ;  mais   ce 

9    {x) 
rapport  peut  se  présenter  sous  une  forme  plus  simple,  qui  permette 
d'obtenir  la  vraie  valeur  cherchée. 
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Soit  par  exemple,  on  désignant  par  ?i  nu  nombre  posiiif,  la  fraction 


iS 


dont  les  deux  termes  augmentent  indéfiniment  quand  x  tend  vers 
zéro  par  des  valeurs  positives;  pour  en  obtenir  la  vraie  valeur,  on 
est  amené  à  chercber  celle  de 


^^  \x)       X-  _      \.v) 


—  e'  -,  e^ 

X- 

on  a  diminué  d'une  unité  l'exposant  de  -;  en  continuant  de  la  même 

X 

façon  on  an-ivera  à  le  rendre  nul  ou  négatif  et  à  s'assurer  ainsi  que 
la  limite  cherchée  est  zéro. 

Il  convient  enfin  de  faire  quelques  remarques  relatives  à  l'appli- 
cation des  règles  précédentes  pour  le  calcul  de  la  vraie  valeur  d'une 
fraction 

o{x) 

dont  les  deux  termes,  pour  x  =  a,  s'annulent  ou  deviennent  infinis; 
si  l'on  voit  que  la  fraction 

CM 

O'   (x) 

est  infinie  pour  os  ^  a,  on  pourra  en  général  en  conclure  qu'il  en  est 

0  (x) 
de  même  de  la  fraction  proposée;  en  effet,  si  la  fraction  inverse 

est  dans  les  conditions  où  la  règle  est  applicable,  on  voit  qu'elle  a 
zéro  pour  limite  quand  a?iend  vers  a. 

Si  c'est  pour  x  infini  qu'on  a  à  chercher  la  vraie  valeur  de  la 
fraction 

m 
1 

il  suffira  d'y  poser  x  =■  -ei  de  faire  ensuite  tendre  z  vers  zéro. 
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On  est  ainsi  amené,   par  les  règles  précédentes,  à  chercher  la 
limite  du  rapport 

quand  z  tend  vers  zéro;   on  a  désigné  par  f   l-\i  o    f-|  ce   que 

1 

deviennent  les  dérivées  f  (.37),  o   (x)  quand  on  y  remplace  x  par  -• 

Le  changement  de  variables  est  évidemment  inutile  et  il  suffira  de 

f  (^) 
chercher  la  limite  du  rapport    ,  )  !  quand  x  grandit  indéfiniment. 

?    (;r) 

Considérons  par  exemple,  en  supposant  n  positif,  la  fraction 

x" 
log  X 

dont  les  deux  termes  sont  infinis  pour  a;  =  +  00  ;  le  rapport  des 
dérivées  de  ces  deux  termes  est  no?",  ce  rapport  grandit  infiniment 
quand  07  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives;  il  en  est 
de  même  de  la  fraction  proposée. 


CHAPITRE  VI 


DES  INTEGRALES  DEFINIES. 


152.  Étant  donnée  une  fonction  f  (x)  définie  dans  l'intervalle 
(«0,  a),  il  est  naturel  de  se  demander  s'il  existe  une  fonction  F  (x) 
qui,  dans  le  même  intervalle,  admette  f  {x)  pour  dérivée;  cette 
fonction,  si  elle  existe,  est  dite  fonction  primitive  de  la  fonction  f  (x). 

Il  est  aisé  de  trouver  toules  les  fonctions  qui  sont  finies  dans 
l'intervalle  («„,  a)  et  qui  y  admettent  f  (x)  pour  dérivée,  si  l'on  en 
connaît  une  F  {x)  :  soit  en  effet  <I>  (x)  l'une  quelconque  des  fonctions 
cherchées;  dans  l'intervalle  (0^,  a),  la  dérivée  de  la  fonction  finie 
<I>  (x)  —  F  (x)  sera  constamment  nulle;  cette  fonction  (§§  140,  136, 
135)  sera  donc  une  constante  G,  et  l'on  aura 

^{x)  =  ¥  (x)  +  G. 

Réciproquement  si  G  désigne  une  constante  quelconque,  il  est  clair 
que  la  dérivée  de  la  fonction  F  (x)  4-  G  sera  la  même  que  la  dérivée 
de  la  fonction  F  (ce).  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Si,  dans  l'intervalle  {a^,  a),  la  fonction  F  (x)  est  finie  et  admet 
pour  dérivée  la  fonction  f  (ce),  toute  fonction  qui,  dans  ce  même 
intervalle,  sera  finie  et  aura /"(ce)  pour  dérivée  s'obtiendra  en  ajoutant 
à  F  (ce)  une  constante;  toute  fonction  ainsi  formée  aura  d'ailleurs  f{x) 
pour  dérivée. 

Si  l'on  connaît  une  fonction  F  (x)  qui  admette  f  (ce)  pour  dérivée, 
on  déterminera  sans  peine  une  fonction  qui  jouisse  de  cette  propriété 
et  qui,  pour  une  valeur  x^  de  x  appartenant  à  l'intervalle  {a^,  à), 
prenne  une  valeur  déterminée  F^  :  cette  fonction  sera  de  la  forme 
F  (ce;  +  C  et  l'on  déterminera  la  constante  G  par  la  condition 

F  (x,)  +  G  =  F„ 
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en  sorte  que  la  fonction  cherchée  sera 

F  (a;)  +  F,  -  F  {x,). 
Toutes  les  fonctions  primitives  de  la  fonction 

k^x"'  +  AyV'"-'^  +  ...  +  Am-ioo  -+-  A„„ 

où   les  A  désignant   des   constantes,   s'obtiennent  en  ajoutant  une 
constante  arbitraire  à  la  fonction 

k^x""-^^        A.X'"  .  05* 

— r  +  -^—  +  •••  +  A,„_i  -  -f-  A„,x. 

m  +  1  m  3 

Je  me  contenterai  d'énoncer  les  résultats  qui  suivent;  ce  sont  des 
conséquences  immédiates  des  paragraphes  128,  130  :  les  fonctions  e% 
a"",  sin  X,  cos  x  admettent  pour  fonctions  primitives  les  fonctions  e'', 

• 5  —  cos  X,  sin  x;  dans  tout  intervalle  dont  les  limites  sont  des 

log  a 

nombres  positifs,  la  fonction  x™,  où  m  est  une  constante  autre  que  — 1, 

^m  +  1  _  [ 

admet  pour  fonction  primitive  ri  la  fonction  x~^  =2-  admet 

751   +   1  X 

pour  fonction  primitive  la  fonction  log  x. 

Les  exemples  qui  précèdent  ne  nous  apprennent  rien  sur  la  réponse 
à  la  question  posée  au  début  :  étant  donnée  une  fonction  f  (x)  définie 
dans  un  intervalle  («„,  a),  existe-t-il  une  fonction  F  (a^)  dont  la 
dérivée  soit,  dans  cet  intervalle,  égale  à  /"(x)?  La  solution  de  cette 
question  dépend  de  l'étude  de  certaines  sommes  dans  lesquelles  le 
nombre  des  éléments  augmente  indéfiniment  tandis  que  ces  éléments 
décroissent  indéfiniment  et  qui,  sous  des  conditions  qu'on  précisera 
plus  tard,  tendent  vers  des  limites.  La  considération  de  pareilles 
sommes  s'introduit  tout  naturellement,  en  géométrie,  lorsqu'on 
cherche  à  évaluer  l'aire  d'une  courbe  ou  la  longueur  d'un  arc;  je  les 
définirai,  dans  le  paragraphe  suivant,  en  restant  au  point  de  vue  de 
la  pure  analyse. 

153.  Soient  a„,  a  deux  nombres  quelconques,  a^  étant  le  plus 
petit  des  deux;  soit  f  (x)  une  fonction  dont  on  suppose  seulement, 
pour  le  moment,  qu'elle  est  finie  (§  7i)  dans  l'intervalle  («^.,  a),  on 
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dit  que  celle  fonction  est  intégrable  dans  l'intervalle  («„,  a)  s'il  existe 
un  nombre  J  jouissant  de  la  propriété  suivante  : 

A  chaque  nombre  positif  e  correspond  un  nombre  positif  ■/;  tel  que, 
si  l'on  partage  l'intervalle  («„,  a)  en  intervalles  partiels  d'une  étendue 
moindre  que  •/;, 

(«„  tti),       («1,  «2),  ...,       (a„_„  a), 

la  différence  entre  le  nombre  J  et  la  somme 

(«1  —  a,)  i\  +  ia,  —  a,)  f^  +  ...+(«  —  a„-i)  /;, 

où  /i,  f,,  ...,  f„  désignent  des  nombres  respectivement  compris  entre 
les  limites  supérieures  et  inférieures  de  la  fonction  /  {x)  dans  les 
intervalles 

(«„,  ttj),       (rtj,  «,),  ...,       («„_„  a) 

et  pouvant  atteindre  ces  limites,  soit  en  valeur  absolue  moindre  que  e. 

Je  vais  établir  diverses  formes  sous  lesquelles  on  peut  mettre  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonc- 
tion f  {x)  dans  l'intervalle  (a„,  a)  pour  que  le  nombre  J  existe;  on  y 
parviendra  par  un  mode  de  raisonnement  qui  est,  au  fond,  identique 
à  celui  du  paragraphe  78;  l'importance  de  la  règle  donnée  par  Cauchy 
pour  qu'une  suite  infinie  admette  une  limite  apparaîtra  ainsi  encore 
une  fois. 

J'observerai  d'abord,  pour  éviter  toute  confusion,  que  la  somme 
considérée 

(«1  —  «^0)  A  +  («2  —  «1)  /"a  +  •••   +  (a  —  «n-i)  /; 

n'est  pas  complètement  déterminée  quand  on  se  donne  le  mode  de 
décomposition  de  l'intervalle  («„,  a)  en  intervalles  partiels 

(a„  «j),       («J,  «,),  ...,       (a„_i,  «), 

puisque  les  quantités  /"j,  /■,,  ...,  /"„  sont  seulement  assujetties  à  être 
comprises  respectivement  entre  les  limites  inférieures  et  supérieures 
«ij  et  Mj,  m^  et  M^,  ...,  in„  et  M„  de  la  fonction  f  {x)  dans  ces  inter- 
valles; l'une  quelconque  de  ces  sommes  sera  dite  somme  relative  au 
mode  de  décomposition  (a„,  «j,  ...,  «„_,,  a)  de  l'intervalle  (a^,  a); 
toutes   ces   sommes,   puisque   les   quantités  «j  —  o„,  u^  —  «i-,   •••? 
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a  —  a„_i  sont  positives  (ou  nulles)  sont  comprises  entre 

(tti  —  aj  riiy  +  (aj  —  a^)  m^  ■+■  ...+  {a  —  «„_i)  »?„ 
et 

(«1  —  a„)  Mj  4-  («2  —  a,)  M,  +  ...  +  (a  —  a„_i)  M„; 

elles  peuvent  d'ailleurs  atteindre  ces  limites  qui  seront  dites,  l'une 
somme  inférieure,  l'autre  somme  supérieure,  relatives  au  mode  de 
décomposition  considéré. 

Ces  définitions  posées,  supposons  que  le  nombre  J  existe;  donnons- 
nous  le  nombre  positif  s,  et  faisons-lui  correspondre  comme  il  a  été 
expliqué  le  nombre  positif  ■^^  ;  si  l'on  désigne  par  S,  S'  deux  sommes 
quelconques  relatives  à  deux  modes  de  décomposition  où  les  intervalles 
aient  tous  une  étendue  moindre  que  •^,  on  aura 

I  S  —  J  I  <  c,  I  S'  -  J    I  <  £, 

I  S  -  S'  1  =  I  (S  -  J)  -  (S'  -  J)  I  <  2  e; 

si  donc  le  nombre  J  existe,  à  chaque  nombre  positif  £•  devra  corres- 
pondre un  nombre  positif  r^i  tel  que  la  différence  entre  deux  sommes 
quelconques  relatives  à  deux  modes  quelconques  de  décomposition 
pour  lesquels  les  intervalles  sont  moindres  que  •/;;  soit,  en  valeur 
absolue,  moindre  que  ô.-.  Réciproquement,  je  suppose  réalisée  cette 
dernière  condition,  et  je  vais  démontrer  l'existence  du  nombre  J. 
Soit 

(1)  ^.       s.,-,       %,..., 

une  suite  infinie  de  nombres  positifs  décroissants  ayant  zéro  pour 
limite;  soit  en  général  r^i  un  nombre  positif  correspondant  à  s-,  c'est 
à  dire  tel  que  la  différence  entre  deux  sommes  quelconques  relatives 
à  des  modes  de  décomposition  pour  lesquels  les  intervalles  partiels 
sont  tous  d'étendue  moindre  que  •/],-,  soit,  en  valeur  absolue,  assuré- 
ment moindre  que  s,-;  comme  on  peut  toujours  remplacer  le  nombre  r,i 
par  un  nombre  positif  plus  petit,  rien  n'empêche  de  supposer,  comme 
je  le  ferai  désormais,  que  les  nombres  de  la  suite  infinie 

(2)  v;,       ^,,  ...,       v;,,..., 

vont   en   décroissant.   A   chaque   nombre  t-  de  celle   suite   fiiisons 
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correspondre  une  somme  S,-,  prise  parmi  celles  qui  sont  relatives  à 
un  mode  de  décomposition  pour  lequel  les  intervalles  partiels  sont 
tous  d'étendue  moindre  que  -^j-;  on  formera  ainsi  une  suite  infinie 

(3)  S„       S,,...,       S^,  ... 

qui  sera  convergente  :  en  effet,  si  on  se  donne  un  nombre  positif 
quelconque  z,  on  pourra  trouver  dans  la  suite  (1)  un  terme  s,-  <;  ='; 
si  l'on  désigne  par  23,  q  deux  entiers  positifs  quelconques  plus  grands 
que  i,  on  aura 

les  intervalles  des  modes  de  décomposition  auxquels  se  rapportent  les 
sommes  S^,  S^  étant  moindres  que  r,i,  on  a 

1  S,  -  S  J  <  e.  <  s' 

sous  les  seules  conditions 

]:>  >-  i,       q  >^  i. 

La  suite  (3)  étant  convergente  (§  34),  soit  .T  sa  limite. 
L'inégalité  évidente 

|S,-J|^iS,-SJ  +  |S,-J|, 

où  l'on  suppose  /),  q  supérieurs  à  i,  et  où,  par  conséquent,  j  S^  —  S^  I 
est  inférieur  à  £;,  montre,  en  supposant  que  p  reste  fixe  et  que  q 
grandisse  indéfiniment,  en  sorte  que  [  S^  —  J  |  tende  vers  sa  limite 
zéro,  que  l'on  a 

I  S,  ~  J  I  ^  s,  <  e- 

sous  la  seule  condition  p  :>-  i. 

Soit  enfin  ^  une  somme  quelconque  relative  à  n'importe  quel  mode 
de  décomposition  pour  lequel  les  intervalles  partiels  soient  tous 
d'étendue  moindre  que  r^i  on  aura,  en  désignant  toujours  par  p  un 
nombre  égal  ou  supérieur  à  i 

I  ^  -  S,  I  <  s,  <  e' 
et,  par  suite, 

|--J|<|  v_S,  |  +  |S,-J|<2s'. 
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En   résumé,  si  l'on  se  donne  le  nombre   positif  s,  il  suffira  de 

prendre   s'  =^  ~i  de  déterminer  r,i  comme   il   a   été    expliqué,    de 

prendre  enfin  Th  pour  le  nombre  r,  que  l'on  veut  faire  correspondre 
à  s;  et  l'on  sera  assuré  que  la  différence  entre  le  nombre  J  et  toute 
somme  relative  à  un  mode  de  décomposition  dans  lequel  les  inter- 
valles ont  une  étendue  inférieure  à  */;  est  moindre  que  t. 

Voici  donc  une  i)remière  forme  sous  laquelle  on  peut  mettre  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  poUr  l'existence  du  nombre  J  : 

I.  Pour  que  la  fonction  f  (.r),  finie  dans  l'intervalle  {u^,  a)  soit 
intéyrable  dans  cet  intervalle,  il  faut  et  il  suffit  qu'à  chaque  nombre 
positif  £  corresponde  un  nombre  positif*/]  tel  que  la  différence  entre 
deux  sommes  relatives  à  deux  modes  de  décomposition  soit  moindre 
que  t,  sous  la  seule  condition  que,  dans  l'un  et  l'autre  mode,  les 
intervalles  partiels  soient  tous  d'étendue  moindre  qu(}  r,. 

Ceci  posé,  afin  de  transformer  la  condition  (I),  il  est  utile  d'avoir 
une  limite  de  la  différence  entre  deux  sommes  relatives  au  même  mode 
de  décomposition  ou  à  deux  modes  différents  de  l'intervalle  (a^^,  a). 

Observons  tout  d'abord  que  si  on  désigne  par  tu  et  M  les  limites 
inférieure  et  supérieure  de  la  fonction  fÇr)  dans  l'intervalle  (a^,  a)  et, 
comme  plus  haut,  par  ln^  et  M,,  m^  et  M,,  ...,  7}^„  et  M„,  les  limites 
inférieures  et  supérieures  de  la  même  fonction  dans  les  intervalles 
partiels 

(«„,  «i),       («1,  «2)...,       (a„_i,  fl), 
on  aura 

(«1  —  «,)  Wj  +  («2  —  a^)  w^  4-  ...  +  (a  —  a„_i)  m„^  (u—  a„)«i, 
(a,  —  a„)M,  +  («2  —  ai)M2  +  ...  4-  (a  —  a,,_,)  M„^(a  — a^)  M. 

Considérons  en  effet  la  première  inégalité  :  puisque  les  quantités 
f  J  —  ff„,  a,  —  a,,  ...,  a  —  a„_i  sont  toutes  positives  ou  nulles,  la 
somme  qui  figure  dans  le  premier  membre  ne  peut  que  diminuer 
quand  on  remplace  toutes  les  quantités  «i,,  m^,  ...,  ?h„  par  la  plus 
{)etite  d'entre  elles,  qui  est  égale  à  m;  or  ce  premier  membre  devient 
alors  égal  à  (a  —  a„)m.  Un  raisonnement  semblable  s'applique  à  la 
seconde  inégalité.  On  a  déjà  fait  observer  que  toute  somme  relative 
au  mode  de  décomposition  («„  a^,  ...,  a)  de  l'intervalle  («„,  a)  était 
comprise  entre  les  deux  sommes  considérées,  désignées  sous  le  nom 

Tannebv.  —  ThéO'-ir.  18 


274  THÉORIE    DES    FONCTIONS    D'uNE  '  VARIABLE. 

de  sommes  inférieure  et  supérieure  relatives  au  mode  de  décom- 
position considéré.  La  différence  entre  deux  sommes  quelconques 
relatives  à  ce  mode  de  décomposition  est  au  plus  égale,  en  valeur 
absolue,  à 

(a,  —  a,)  (M,  —  m,)  +  {a,  —  a,)  (M,  —  m,)  +  ... 

+  {a„  —  «„_i)  (M„  —  w„)^ 

et,  à  fortiori,  au  plus  égale  à  {a  —  o„)  (M  —  m). 

Supposons  maintenant  qu'on  considère  un  second  mode  de  décom- 
position, obtenu  en  subdivisant  les  intervalles  partiels  (a,„  aj),  («i,  cQ, 
...,  («n-i,  a);  les  éléments  de  toute  somme  relative  au  second  mode 
de  décomposition  pourront  se  grouper  de  la  façon  suivante  :  d'abord, 
les  éléments  qui  correspondent  aux  intervalles  p;irliels  dans  lesquels 
on  a  décomposé  l'intervalle  («„,  «/);  leur  somme  est,  en  vertu  de  la 
remarque  précédente,  comprise  entre  («j  —  «o)"'i  <?^  (^^'i  —  f^j^^iî 
puis  les  éléments  qui  correspondent  aux  intervalles  qui  proviennent 
de  la  décomposition  de  l'intervalle  («j,  a^);  leur  somme  est  comprise 
entre  (a^  —  a,)  nu  et  (a^  —  «0  M^,  etc.  ;  enfin  les  éléments  qui 
correspondent  aux  intervalles  qui  proviennent  de  la  décomposition  de 
l'intervalle  (a„_i,  a),  dont  la  somme  est  comprise  entre  {a  —  «;,_i)  m„ 
et  (a  —  «„_i)M„;  en  résumé,  on  voit  que  la  somme  considérée  est 
comprise  entre  les  deux  sommes  inférieure  et  supérieure  relatives 
au  premier  mode  de  décomposition;  cette  conclusion  subsisterait 
évidemment  quand  même  on  aurait  laissé,  sans  le  décomposer, 
quelqu'un  des  premiers  intervalles  partiels. 

Ces  remarques  faites,  je  vais  établir  la  proposition  suivante  : 

II.  Pour  que  la  fonction  f  (x)  soit  intégrable  dans  l'intervalle  (a^,  a), 
il  faut  et  il  suffit  que,  à  cbaque  nombre  positif  s  corresponde  un 
nombre  positif  r,  tel  que,  pour  tout  mode  de  décomposition  dans 
lequel  les  intervalles  partiels  sont  tous  d'étendue  inférieure  à  r„  la 
différence  entre  les  sommes  supérieure  et  inférieure  soit  moindre 
que  £. 

Que  cette  condition  soit  nécessaire,  c'est  ce  qui  résulte  du  théo- 
rème {Tj  et  de  ce  fait  que  les  sommes  supérieure  et  inférieure  relatives 
à  un  mode  de  décomposition  font  partie  des  sommes  relatives  à  ce 
mode. 
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Pour  prouver  qu'elle  est  suffisante,  je  vais  la  supposer  réalisée  et 
en  conclure  que  la  condition  (I)  est  aussi  réalisée. 
Soient  donc  deux  modes  de  décomposition 

(«p,  tti,  ...,  rt„-i,  «),       («„,  a\,  ...,  aj,_i,  a) 

pour  lesquels  les  intervalles  partiels  aient  tous  une  étendue  moindre 

que  le  nombre  positif-^,  correspondant,  d'après  la  condition  (II),  au 

nombre  positif  arbitrairement  choisi  s;  si  l'on  désigne  par  s,  s'  les 

sommes  inférieures,  par  S,  S'  les  sommes  supérieures  relatives  à  ces 

deux   modes  de  décomposition,   on  aura,   en  vertu   de   l'hypothèse 

admise, 

(4)  S  — .s  <£,       S'  —  s'  <  s; 

soient  maintenant  Z,  Z'  deux  sommes  quelconques  relatives,  l'une 
au  premier  mode  de  décomposition,  l'autre  au  second;  on  aura 

S. 

(5) 


rangeons  tous  les  nombres  a„,  «j,  ...,  ««_],  a[,  (([,  ...,  «p-i,  ci  par 
ordre  de  grandeur;  il  résultera  de  là  un  troisième  mode  de  décom- 
position de  l'intervalle  («„,  a),  qui  pourra  être  considéré  comme 
obtenu  par  une  subdivision  ultéi'ieure,  soit  des  intervalles 

(rt„  «i)       («1,  a,),  ...,       (««_„  a), 

soit  des  intervalles 

(a,,  a',),       «,  «;),  ...,       («;_!,  a). 

Désignons  par  s'  et  S"  les  sommes  inférieure  et  supérieure  relatives 
à  ce  Iroisième  mode  de  décomposition;  on  aura,  en  vertu  des  remar- 
ques précédentes, 

On  a  d'ailleurs 

(7)      Z  —  :i'  ={1  —  s)  -{-  {a  —  s")  +  (s"  -  s')  -{-  (s'  —  r); 
il  résulte  des  inégalités  (4}  et  (5)  que  l'on  a 

1    V   .-  s    I    <  £,  I    s'    —  i'    I    <  £, 
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puis  des  iiiégulilés  (6)  que  l'on  a 

\  s  —  s"  1  -<  ô,       1  .s"  —  s'  I  -<  s; 
l'éi^alilé  (7)  montre  donc  que  l'on  a 

Puisque  le  nombre  arbitraire  e  peut  être  remplacé  par -^^  on  voit 

qu'à  chaque  nombre  positif  e  correspond  un  nombre  positif  -i]  tel 
que  la  différence  entre  deux  sommes  quelconques  1,  I'  relatives  à 
n'importe  quel  mode  de  décomposition  pour  lesquels  l'étendue  de 
chaque  intervalle  partiel  est  inférieure  à  -q  soit  moindre  que  s;  c'est 
la  première  forme  que  l'on  a  donnée  à  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  l'existence  du  nombre  J.  Le  théorème  (II)  est  donc 
démontré. 

Il  suffit  à  établir  l'existence  de  l'intégrale  si  la  fonction  f  {x)  est 
continue,  ou  si  elle  est  croissante. 

Si  en  effet  la  fonction  f  (x)  est  continue,  au  nombre  positif  £ 
correspondra  un  nombre  positif  -q  tel  que  l'oscillation  de  la  fonction 
dans  tout  intervalle  d'étendue  moindre  que  y;  et  contenu  dans  l'inter- 
valle («a,  a)  soit  moindre  que  s  ;  si  donc  on  divise  l'intervalle  («„,  a) 
en  intervalles  partiels  moindres  que  •^,  la  différence  entre  les  sommes 
supérieure  et  inférieure  relatives  à  ce  mode  de  décomposition,  ou  la 
somme  des  oscillations  respectivement  multipliées  par  les  étendues 
des  intervalles  partiels,  sera  au  plus  égale  à  la  somme  que  l'on 
déduirait  de  cette  dernière  en  remplaçant  les  oscillations  par  s,  c'est 
à  dire  au  plus  égale  à  (a  —  a^jz;  comme  le  nombre  arbitraire  s  peut 

être   remplacé   par  — - — ■>  on  voit  bien  que  la  condition  (II)  est 

réalisée.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  f  {x)  soit  constamment 
croissante  dans  l'intervalle  («(,,  a);  on  peut  même  entendre  le  mot 
croissante  dans  un  sens  un  peu  moins  restrictif  que  celui  qui  a  été 
donné  au  paragraphe  80  et  entendre  que,  quels  que  soient  les 
nombres  ce,  x'  appartenant  à  l'intervalle  («„,  «),  l'expression 

f{^)-f{^') 
X  —  x' 
est  positive  ou  nuUc. 
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Dès  lors  si  l'on  considère  un  mode  quelconque  de  décomposilion 
(a„,  «j,  ...,  «„_i,  a),  les  sommes  inférieure  et  supérieure  relatives 
à  ce  mode  de  décomposition  seront 

{a^  —  a,)  /'(«„)  +  (((î  —  «i)  /'(f'i)  +  •••  +  (f«  —  ««-0  /' (««-0' 

(«1  —  ««)  /(«l)    +    («2    -   "i)   fi'h)    +    ■■■     +    («   —    ««-•)  /■(«) 

et  leur  différence  sera 

(«i  -  «o)  [/"(«i)  -  /■  K)]  +  («.  -  «,)  [/'(«.)  -  f  («i)] 

+  ...  +  (a -«„_,)  Lr («)-/■  (««-i)]- 

Comme  toutes  les  quantités  entre  crochets  sont  positives  ou  nulles, 
on  voit  de  suite  que  la  somme  précédente  est  au  plus  égale  à  celle 
qu'on  en  déduirait  en  remplaçant  toutes  les  quantités  a^ —  «„, 
«2  —  «1,  •••,  a  —  ff«-i  par  un  nombre  plus  grand  -r;,  c'est  à  dire  au 
plus  égale  à  -q  [f  (a)  —  f  (a^)]  ;  il  suffira,  étant  donné  le  nombre 
positif  £,  de  prendre 

£ 

'''^f{a)-fiay 

il  est  à  peine  utile  de  remarquer  que  l'on  arriverait  à  une  conclusion 
semblable  si  la  fonction  f{x)  était  constamment  décroissante  dans 
l'intervalle  (a„,  a). 

Revenons  au  cas  général  :  on  peut  encore  transformer  la  seconde 
forme  donnée  à  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  de  façon  à  la 
rendre  plus  simple. 

III.  Pour  que  la  fonction  f  (x)  soit  intégrable  dans  l'intervalle 
(«g,  a),  il  faut  et  il  suffit  qu'à  chaque  nombre  positif  s  corresponde 
un  certain  mode  de  décomposition  de  l'intervalle  (a^,  a)  tel  que  la 
différence  entre  les  sommes  supérieure  et  inférieure  relatives  à  ce 
mode  soit  moindre  que  s. 

On  a  seulement  à  prouver  que  cette  condition  est  suffisante  :  pour 
cela,  je  la  suppose  encore  réalisée. 

Soit  (a„,  «j,  ...,  «„_i,  a)  un  mode  de  décomposition  tel  que  l'on  ait 

{a^  —  «(,)  Cj  +  («2  —  a^)  0.,  +  ...  +  (a  —  «„_i)  5„  <:  e, 

en  désignant  par  Q^,  o^,  ...,  3„  les  oscillations  dans  les  intervalles 
partiels;  soit  r,  un  nombre  positif  plus  petit  que  le  plus   petit  des 
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nombres 

«j  —  «(,,       «2  —  Op...,       a  —  a„_i; 

considéron.ç  un  second  mode  de  décomposition  («„,  aj,  ...,  ap_i,  a) 
de  l'intervalle  (a„,  a)  dans  lequel  tous  les  intervalles  partiels  soient 
moindres  que  r^y  et  enfin,  comme  plus  haut,  un  troisième  mode  de 
décomposition  («„,  a\  ...,  a^_i,  a),  où  «(,,  a!|,  ...,  «5—1,  sont  les 
nombres  o„,  «j,  ...,  o„_i,  aj,  rr'j,  ...,  «^',_i,  a  rangés  par  ordre  de 
grandeur;  désignons  encore  par  s,  s',  .s"  les  sommes  inférieures, 
par  S,  S',  S"  les  sommes  supérieures  l'elatives  aux  trois  modes  de 
décomposition,  on  aura  toujours 

s  ^s'  ^  S"  ^  S, 

chaque  intervalle  partiel  (a„,  «J),  (aj,  al),  ...,  (rt^'_i,  o)  étant  ])lus 
petit  que  -^  contiendra  au  plus  l'un  des  nombres  «„,  aj,  ...,  a„_i,  a. 
Imaginons  qu'on  ait  écrit  explicitement  les  difTérences  S'  —  ,s', 
S"  —  s";  chacune  .sera  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant 
les  étendues  des  intervalles  par  les  oscillations  cori'espondantes  ; 
chaque  intervalle  du  second  mode  qui  ne  contient  aucun  des  nombres 
«,,  «,,  ...,  cin—x  se  retrouve  dans  le  troisième;  à  ces  intervalles 
correspondent  des  termes  identiques  dans  S'  — s'  et  S"  —  s";  un 
intervalle  du  second  mode  tel  que  («,',  a/4.1)  qui  contient  l'un  des 
nombres  a;  (j  =  i,  2,  ...,  n  —  1)  est  remplacé  dans  le  troisième 
mode  par  les  deux  intervalles  (a-,  a^),  (a^,  a-^,);  le  terme  de  S'  —  s', 

(a.'+i  —  a'i)  ol+u 

où  Oi'^-i,  est  l'oscillation  de  la  fonctioa  dans  l'intervalle  (a-,  0/4.1),  est 
remplacé  dans  S"  —  s"  par  la  somme 

{Uj  —  a,-)  s"  +  (a/n.  1  —  a)  0", 

somme  au  plus  égale  à  (0/4.1  —  a/)ci4_i,  puisque  les  oscillations  B",  0'" 
de  la  fonction  dans  les  intervalles  (a/,  cij)  (a^,  a/4.,)  ne  peuvent  dépas- 
ser 0/4-1.  La  différence  entre  S'  —  s'  et  S"  —  s"  qui  provient  de  là 
est  donc  moindre  que  (a/4.1  —  a/)c/4-i  et,  à  fortiori,  moindre  que-rjA, 
en  désignant  par  A  l'oscillation  de  la  fonction  dans  l'intervalle  (a„,  a)  ; 
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on  a  donc 

S'  —  s'  —  (S"  —  s")  <  (n  —  1)  A-^ ;. 

comme  on  a  d'ailleurs 

S'  —  s"  ^  S  —  s  <  s, 
on  aura 

S'  —  s'  <;  £  -1-  (a.  —  1)  A-r;, 

sous  la  seule  condition  que  chaque  inteivalle  du  second  mode  de 
décomposition  ait  une  étendue  moindi'e  que  •/;.  Que  l'on  prenne  par 
exemple 

.,<- ? . 

^  —  (n  _  1)  A 

et  la  difïerence  S'  —  s'  sera  sûrement  inférieure  à  2î;  ainsi  à  chaque 
nomhre  positif  arbitraire  2  e  correspond  un  nombre  positif  •/;  tel  que 
la  différence  entre  les  sommes  supérieure  et  inférieure  relatives  à 
n'importe  quel  mode  de  décomposition  dans  lequel  les  intervalles  ont 
tous  une  étendue  moindre  que  -q  soit  plus  petite  que  2s.  Le  théo- 
rème (III)  se  ramène  donc  au  théorème  (II). 

La  forme  (III)  de  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
fonction  /'(.c)  soit  intégrable  dans  l'intervalle  («„,  a)  est  équivalente 
à  celle  qu'a  donnée  Riemann,  qui  le  premier  a  résolu  la  question  que 
l'on  vient  de  traiter  ('). 

Si  l'on  se  reporte  à  l'expression 

(«1  —  «o)  5i  +  («2  —  «i)  02  +...  +  («  —  rt„_i)  o„ 

de  la  différeace  entre  les  sommes  supérieure  et  inférieure  relatives 
au  mode  de  décomposition  («„,  a^,  ...,  «„_!,  a),  et  si  l'on  désigne  par 
K  un  nombre  positif  quelconque,  par  a  la  somme  des  étendues  des 
intervalles  partiels  pour  lesquels  l'oscillation  est  supérieure  ou  égale 
à  K,  on  voit  de  suite  que  la  différence  entre  les  sommes  supérieure 
et  inférieure  relatives  à  ce  mode  de  décomposition  est  comprise  entre 
aK  et  (a  —  rv,,)  K  +  aA,  en  appelant  A  l'oscillation  de  la  fonction 
dans  l'intervalle  total  (a^,  a)  :  l'oscillalion  dans  chaque  intei'valle 
partiel  est  en  effet  au  plus  égale  à  A. 


(•)  Sur  lapossMUtéde  représenter  une  fonction  par  une  série  trigonométriqiie.  (Bulletin 
des  sciences  mathéniafiqfies  et  astronomiques,  V"  série,  t.  V.  p.  35;  Werke,  p.  226.) 
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IV.  Il  résulte  de  là  que,  pour  que  la  (onction  Unie /"(a")  soit  inté- 
grable  dans  l'intervalle  {a^,  «),  il  faut  et  il  suffît  qu'à  chaque  couple 
de  nombr-es  positifs  K',  a'  réponde  un  mode  de  décomposition  tel  que 
la  somme  des  étendues  des  intervalles  partiels  pour  lesquels  l'oscilla- 
tion est  égale  ou  supérieure  à  K'  soit  moindre  que  x  . 

La  condition  est  nécessaire  :  en  effet,  supposons  donnés  les  nom- 
bres a',  K';  soit  t  un  nombre  positif  arbitraire;  si  la  fonction  est 
intég-rable,  il  y  a  un  mode  de  décomposition  pour  lequel  la  différence 
entre  les  deux  sommes  supérieure  et  inférieure  est  moindre  que  e  ; 
il  faut  donc,  en  désignant  par  a  la  somme  des  étendues  des  intervalles 
où  les  oscillations  sont  supérieures  ou  égales  à  K',  que  l'on  ait 

y.  K'  <:  £, 

et,  par  suite,  en  prenant  s  =:  a'K', 

a  <:  a' . 

La  condition  est  suffisante,  car  si  elle  est  réalisée,  si  l'on  se  donne 
le  nombre  e  et  que  l'on  prenne 

K'  =  ' 


2(a  — ffj  2  A 

il  y  aura  un  mode  de  décomposition  pour  lequel  la  différence  entre 
les  sommes  supérieure  et  inférieure  sera  moindre  que 

(a  —  a„)  K'  -{-  a'A  =  £  (^). 

Le  nombre  J  dont  on  a  démontré  l'existence  sous  des  conditions 
précises  imposées  à  la  fonction  /"(.<■),  nombre  qui  dépend  de  cette 
fonction  et  de  l'intervalle  (a„,  a),  est  ce  que  l'on  appelle  utie  intégrale 
définie.  On  le  représente  j)ar  le  symbole 

J=   f"f(œ)dx 
«y<'o 

que  l'on  énonce  somme  depuis  a„  jusqu'à  a  de  fÇv)dx;  le  symbole  dx 


(1)  JJ.  Darboux  {Mémoire  sur  les  fonctions  discontinues,  p.  64)  a  monlré  que,  élant 
donnée  une  fonction  quelconque  f'{x)  finie  clans  l'intervalle  («o,  a],  les  sommes  supé- 
rieure et  inférieure  tendent  toujours  vers  des  limites  lorsque  l'on  déoumpose  l'inter- 
valle (ûj,  a)  eu  un  nombre  infiniment  grand  d'intervalles  infiniment  petits;  quand  ces 
deux  limites  sont  égales,  la  fonction  est  iulégrable  dans  l'intervalle  (an,  a'. 
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est  mis  là  pour  garder  la  trace  des  intervalles  partiels  «j  —  a ,,  a,  —  f/,, 
...,  a  —  «„_i.  On  [teiit,  si  l'on  veut,  supposer  tous  ces  intervalles 
égaux  à 

a  —  a„ 


Aj? 


n 


et  regarder  J  comme  la  limite,  pour  n  infini,  de  la  quantité 

Ix  \  f{x)  -f-  f(x  +  \x)  +  f{x  +  2^x)  +  ...  +  f[x  -+■  (n—  1)  \x]  \. 

Dans  la  définition  de  l'intégrale  définie,  on  a  supposé  la  limite 
inférieure  a  g  plus  petite  que  la  limite  supérieure  a;  supposant 
toujours  rt^  -<  a,  on  convient  de  définir  la  valeur  du  symbole 


r 


f{x)  dx 
par  l'égalité 

/   "fix)  dx  =  —       f{x)  dx; 

si  l'on  avait  a^  =  «,  on  regarderait  les  deux  membres  de  l'égalité 
précédente  comme  nuls. 

154.  En  se  reportant  à  la  définition  de  l'intégrale  définie  et  aux 
conditions  qu'implique  cette  définition,  on  apercevra  sans  peine  la 
vérité  des  propositions  qui  suivent. 

Si  une  fonction  f{x),  finie  dans  l'intervalle  («„,  a),  est  intégrable 
dans  cet  intervalle,  il  en  sera  de  même  d'une  fonction  F  (x)  égale  à 
la  fonction  f  (x)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  aj)partenant  à  l'inter- 
valle (a„,  rt),  sauf  quelques  valeurs  en  nombre  limité,  et  l'on  a 


r  f\x)dx= Cy  {x)d.i 

tJ  an  O  Ois 


si,  en  effet,  pour  les  deux  fonctions  f(x),  F  (ce)  on  considère  par 
exemple  deux  sommes  supérieures  relatives  à  un  même  mode  de 
décomposition,  on  voit  que  les  éléments  de  ces  deux  sommes  ne 
peuvent  difierer  que  pour  les  intervalles  partiels  auxquels  appar- 
tiennent des  valeurs  de  .r  qui  rendent  diflërentes  les  yV^wy,  fonctions 
/■(.c),  F  {x)\  la  diflérence  entre  les  deux  sommes  peut   donc  être 
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supposée  aussi  petite  qu'on  le  veuf,  puisque  ces  intervalles  sont  en 
nombre  limité;  le  même  raisonnement  s'applique  à  deux  sommes 
inférieures  relatives  au  même  mode  de  décomposition,  etc. 

Si  une  fonction  f  (oc),  finie  dans  l'intervalle  («q,  a)  est  intégrable 
dans  cet  intervalle,  elle  est  intégrable  dans  tout  intervalle  (b^,  h) 
contenu  dans  l'intervalle  (a^,  a). 

Si,  en  effet,  on  considère  un  mode  de  décomposition  de  l'inter- 
valle («0,  a)  tel  que  &„,  b  fassent  partie  des  nombres  qui  limitent 
les  intervalles  partiels,  on  voit  que  la  différence  entre  les  sommes 
supérieure  et  inférieure  pour  l'intervalle  (b^,  b)  sera  inférieure  ou 
égale  à  la  différence  entre  les  sommes  supérieure  et  inférieure  pour 
l'intervalle  («„,  a). 

Si  b  appartient  à  l'intervalle  («„,  a),  on  a 

jf  (x)  dx=  f  V  (-^0  dJO  +  rf{3c)  dx. 

Réciproquement  une  fonction  f  {x)  intégrable  dans  deux  intervalles 
contigus  (a,,,  &),  (6,  a)  est  intégrable  dans  l'intervalle  («q,  a),  et 
l'égalité  précédente  a  toujoiu's  lieu;  cette  égalité  subsiste  lorsque 
l'on  a  r^Q  <;  a  <:  l»,  pourvu  que  la  fonction  f  (x)  soit  intégrable  dans 
l'intervalle  (Op,  b);  elle  équivaut  en  effet  alors  à  l'égalité 

/    f  (x)  dx  =  jf  {x)  dx-h  f  f{x)  dx. 

Elle  a  lieu,  en  général,  quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  sont 
rangés  les  nombres  «„,  a,  b,  pourvu  que  la  fonction  soit  intégrable 
dans  l'intervalle  limité  par  le  plus  petit  et  le  ])lus  grand  de  ces  trois 
nombres. 

Si,  étant  donnée  une  fonction  f  (x)  dans  un  intervalle  («„,  <(),  on 
peut  décomposer  cet  intervalle  en  intervalles  partiels  tels  que  dans 
cbacun  d'eux  la  fonction  soit,  ou  continue,  ou  constante,  ou  croissante, 
ou  décroissante,  la  fonction  sera  susceptible  d'intégralion  dansTinter- 
valle  (a^,  a)  et  l'intégrale  définie  relative  à  cet  intervalle  sera  la  sonniie 
des  intégrales  relatives  aux  intervalles  partiels. 

155.  Si  f{x)  et  9  (x)  sont  des  fonctions  susceptibles  d'intégration 
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dans  l'intervalle  («„,  cr),  on  voit  (h  suite  que,  en  désignant  par  A  et  B 
des  constantes  quelconques,  la  foncliini 

Af{x)+B.{x) 

est  aussi  suscei)ti]jle  d'intégral  ion  dans  le  même  intervalle  et  que 
l'on  a 

/  "[Af  {x)  +  Bç  (x)]  dx  =  A  jf{x)  dx  ^B  I  \  (x)  dx. 

Si  les  deux  fonctions  /"(a;),  9  {x)  sont  finies  et  intégrables  dans 
l'intervalle  (a,,,  a),  il  en  est  de  même  de  la  fonction  f{x)  X  9  (a:). 

Supposons  en  effet  que,  dans  un  même  intervalle,  les  limites 
inférieures  des  deux  fonctions  f{x),  9  (a;)  soient  respectivement  m,  \j. 
et  leurs  oscillations  d,  5;  on  aura,  en  désignant  par  x  et  x'  deux 
valeurs  quelconques  appai'tenant  à  cet  intervalle, 

f  [x)  =  m  -h  hd,       f  {x')  =  m  +  Ji'  <i, 
ç  (x)  =z  ij.  +  r,0,         9  {x')  =  [J.  4-   •/]'  0, 

/*,  /(',  r,,  r/  étant  des  nom])res  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (0,  1); 
on  en  déduit 

/  (.r)  X  9  (x)  —  /  {x')  X  9  (•!;')  =  {h  —  /i')  ;j.t^  +  (■/]  —  •/;')  ino 

+  (hr,  —  h'-q)  do; 

si  donc  on  désigne  [)ar  A  un  nombre  positif  supérieur  aux  valeurs 
absolues  de  ni  et  1;,,  on  voit  que,  dans  l'intervalle  considéré,  l'oscillation 
de  la  fonction  f  (x)  X  9  (x)  seia  moindre  que 

A(d+  0)  +  do; 

ceci  posé,  considérons  un  mode  de  décomposition  (a„,  «,,  ...,  On-i-,  a) 
de  l'intervalle  (a^,  rr)  :  soient  d,,  f/,,  ...,  f/„,  Cj,  c,,  ...,  o„  les  o.scilla- 
lions  respectives  des  fondions  f  (x)  et  9  (x)  dans  les  intervalles 
partiels  (o^,  «j),  (a,,  a^),  ...,  (a„_i,  a);  si  A  est  un  nombre  auquel 
les  valeurs  absolues  des  fonctions  f{x),  9  (x)  restent  inférieures  dans 
l'intervalle  («(,,  a),  la  somme  ^  des  oscillations  de  la  fonction  f{x) 
X  9  (•^')  dans  les  intervalles  (a„,  «,),  (oTj,  a^),  ...,  («'„_,,  a),  respec- 
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tivciiieiit  multipliées  par  les  étendues  de  ces  intervalles,  sera  moindre 
que 

(a,  —  a,)  [A  (c/,  +  Cl)  +  d,o,]  +  (a,  —  a,)  [A  (d.^  +  S,)  +  d,o,] 
+  ...  +  («  —  «„_,)  [A  {d„  +  c„_,)  +  d„5„); 

dès  lors,  si  z  désigne  un  nombre  positif  arbitraire,  on  peut,  puisque 
les  fonctions  f(x),  z,  (x)  .sont  intégrables  dans  l'intervalle  (a„,  a), 
supposer  le  mode  de  décomposition  tel  que  l'on  ait 

{a^  —  a^)  di  -h  (a,  —  a^)  d,  +  ...  -\-  (a  —  a„_i)  d„  <  £, 

(«1  —  «o)  =1  +  K  —  «,)  0^  +  •••  +  («  —  ««-0  $„  <  ^; 

si  donc  on  désigne  par  B  un  nombre  positif  égal  ou  supérieur  à 
l'oscillation  de  la  fonction  z,  (.r)  dans  l'intervalle  total  («„,  «),  au 
moins  égal  par  conséquent  à  cbacun  des  nombres  Oj,  o,,  ...,  o„,  on 
aura 

S<:(2A  +  B)£, 

puisque  t  est  arbitraire,  et  que  les  nombres  A  et  B  sont  tixes,  ou  voit 
que  le  mode  de  décomposition  peut  être  supposé  tel  que  la  différence  S 
entre  deux  sommes  supérieure  et  inférieure  soit  moindre  que  tel 
nombre  que  l'on  voudra;  la  fonction  /"(ce)  X  ?  (^)  est  donc  intégrable 
dans  l'intervalle  (a^,  a). 

On  démontrera  d'une  façon  analogue  que  si  9  {x)  est  une  fonction 
finie  et  intégrable  dans  l'intervalle  (a„,  a),  et  dont  la  valeur  absolue 

1 

reste  supérieure  à  un  nombre  positif  A,  la  fonction —^— sera  inté- 

grable  dans  le  même  intervalle. 

156.  La  définition  de  l'intégrale  définie  permet,  lorsqu'on  se 
donne  la  fonction  à  intégrer  et  les  limites  de  l'intégrale,  d'obtenir 
des  valeurs  approchées  de  l'intégrale  définie,  mais  ce  n'est  que  dans 
des  cas  très  particuliers  qu'elle  fournit  la  valeur  exacte  de  cette 
intégrale;  je  me  contenterai  de  citer  l'exemple  suivant  (^)  : 


(1)  Cet  exemple  est  tiré  des  Vorksungen  iiber  die  Théorie  der  best/mmten  Intégrale  rie 
M.  Ferdinand  Meyer,  ouvrage  rédigé  d'après  un  cours  professé  par  L'jeune-Dirichlet; 
la  valeur  de  l'intégrale  considérée  a  été  donnée  par  Poisson  [Journal  de  l'École  poly- 
techniqtie,  17=  cahier,  p.  617). 


CHAP.  VI.  —  DES    INTÉGRALES   DÉFINIES.  285 

Soit,  en  désignant  par  a  un  nombre  quelconque  différent  de  un  en 
valeur  absolue, 

J  zz=  /     log  (l  —  2a  cos  00  +  a-)  dx. 

La  fonction  log  (1  —  2 a  cos  x  +  7.~)  élant  continue  dans  l'intervalle 
considéré,  elle  est  intégrable,  et  l'on  a  par  définition 


im  -    y    log  (1  —  2a  cos  ^  4-  a*) 


=  lim  -  log     n     (1  —  2a  cos  —  +  a-); 


mais,  en  vertu  d'une  identité  bien  connue,  on  a 

'•="-',  ir.         ,,        (a^"  — l)(a-l) 

II     (1  — 2acos  — +  a-)=:^ ^^- \ 

,  =  0  ?i  ^  a  4-  1 


on  aura  donc 

J 
ou 

Jzr:] 


=:  lim  -  flog  ] ^  +  log  (1  -  a^")l' 


'rJ^â-n"'''""^''*"-')]' 


suivant  que  a  sera,    ou  non,   compris   entre  —  1  et  +  1  ;   dans   le 
premier  cas,  J  est  manifestement  nul;  dans  le  second  cas,  l'identité 


log  (a^"  —  1)  =:  ?i  log 


'"K'-i^') 


montre  que  J  a  pour  valeur  t:  log  a^. 

On  aperçoit  bien  que  c'est  grâce  à  une  circonstance  très  particulière 
que  l'on  a  pu  parvenir  au  résultat  final.  On  va  voir  comment  le  calcul 
d'une  intégrale  définie  se  relie  à  la  recherche  de  la  fonction  primitive 
d'une  fonction  donnée  et  comment  ainsi  ce  calcul  peut  être  effectué 
dans  des  cas  très  généraux. 

157.  Si /■  (a^j  est  une  fonction  finie  susceptible  d'intégration  dans 
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l'intervalle  (a„,  a),  l'intégrale 


f  (x)  dx 


est  comprise,  ainsi  qu'on  l'a  vu  (§  153),  entre  les  nombres  m  {a  —  a^ 
et  M  (a  —  aj  en  désignant  par  m  et  M  les  limites  inférieure  et 
supérieure  de  la  fonction  f{x)  dans  l'intervalle  («„,  a).  Soit  mainte- 
nant j?  un  nombre  quelconque  appai-tenant  à  cet  intervalle,  rintt''«iiale 


£ 


f  {x)  dx 


aura  un  sens  (§  15i);  elle  peut  être  considérée  comme  une  fonction 
de  X  définie  dans  l'intervalle  (a„,  a);  elle  est  d'ailleurs  comprise  entre 
les  nombres 

m  {x  —  «,)      et      M  {x  —  aj, 

elle  est  donc  finie  (§  74)  dans  l'intervalle  (a„,  a);  elle  y  est  aussi 
continue  (§  75)  :  en  effet,  si  l'on  désigne  par  x  dix  -h  h  deux  nombres 
appartenant  à  l'intervalle  («„,  a),  on  aura  (§  15-4) 

XX  4- A  f^x  fx  +  h 

f  (x)  dx—       f  {x)  dx=  f{x)dx 

et  le  second  membre  est  compris  entre  mh  et  M/î;  sa  valeur  absolue 
est  au  plus  égale  à  M  |  /i  |;  si  donc  on  se  donne  un  nombre  positif 
quelconque  t  et  si  on  fait  correspondre  à  ce  nombre  s  le  nombi-e 

positif  -^  =:  ;^5  on  voit  que  la  différence  entre  deux  valeurs  de  la 

funcliun 

o{x)=rf{x)dx 

qui  correspondent  à  deux  valein^s  de  la  variable  x  appartenant  à 
l'intervalle  («j,  a)  et  ayant  entre  elles  une  différence  moindre  que  -q 
est,  en  valeur  absolue,  moindre  que  z;  la  fonction  ç  {x)  est  donc 
continue  dans  l'intervalle  (a,,,  a). 

Enfin,  si  la  fonction  f(x)  est  continue  dans  l'intervalle  («„,  a),  la 
fonction  ^  {x)  a,  dans  cet  intervalle,  une  dérivée  égale  k  f{x);  en  effet 
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ç  (X  +  //)  —  (p  (x) 


l      fx+h 


si  l'on  désigne  par  iu'  et  M'  les  limites  inférieure  et  supérieure  de  la 
fonction  f  {x)  dans  l'intervalle  {x,  x  +  /*),  l'intégrale 


/■ 


f(x)  dx 


est  comprise  entre  »^'/(  et  M7;,  le  second  membre  de  l'égalité  précé- 
dente est  donc  compris  entre  liî.'  et  M';  si  la  fonction  /"(.a?)  est  continue 
pour  la  valeur  considérée  x  de  la  variable,  on  peut  affirmer  qu'à 
chaque  nombre  positif  s  correspond  un  nombre  positif  •/]  tel  que  la 
ditïérence  M'  —  m.'  soit  moindre  que  s,  si  la  valeur  absolue  de  h  est 
moindre  que  -^  ;  puisque  la  valeur  de  /'  (x)  est  comprise  entre  m'  et  M' , 
on  aura  certainement,  sous  la  même  condition  |  /i  |  <;  •^, 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  convient  de  faire  en  passant  la  remarque  suivante  :  si  l'on  a 

«0  <;  «1  <:  «2? 

et  si  fa  {x),  /"j  ix)  sont  deux  fonctions  respectivement  continues  dans 
les  intervalles  («„,  Oj),  («j,  a^),  mais  telles  que  l'on  n'ait  pas 

fo  («i)  =  fi  («i), 

une  fonction  f  {x),  définie  dans  l'intervalle  (a^,  a^)  par  cette  condition 
qu'elle  soit,  dans  l'intervalle  (a„,  a^),  constamment  égale  à  f^  {x),  et, 
dans  l'intervalle  («i,  a^),  constamment  égale  à  f^  (x),  sauf  pour  la 
valeur  x  =  a^  qui  lui  fait  acquérir  la  valeur  f  («j)  =  f,  («j),  sera, 
d'après  les  propositions  établies  dans  les  paragraphes  153  et  154, 
intégrable  dans  l'intervalle  (a^,  a^;  dans  cet  intervalle,  la  fonction 


r 


f{x)  dx 
est  une  fonction  continue  de  x\  elle  admet  (au  sens  du  paragraphe  126) 
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f„  {x)  pour  dérivée  dans  l'intervalle  («„  a^),  /j  (x)  pour  dérivée  dans 
l'intervalle  («j,  «,);  pour  a;  =  «j,  cette  fonction  admet  /j,  (a^)  pour 
dérivée  à  gauche,  f^  («,)  pour  dérivée  ()  droite;  considérée  dans  tout 
l'intervalle  (a,,,  «,)  cette  fonction  continue  n'admet  pas  de  dérivée 
pour  X  =^  a^.  On  voit  bien  nettement,  sur  cet  exemple,  comment, 
au  moins  pour  une  valeur  particulière  de  la  variahle,  la  continuité 
n'implique  en  aucune  façon  l'existence  de  la  dérivée. 

On  va  maintenant  répondre  à  la  question  posée  au  paragraphe  152. 
Étant  donnée  une  fonction  f  {x)  continue  dans  l'intervalle  («„,  «),  il 
existe  une  fonction  o  (x)  continue  et  admettant  f{x)  pour  dérivée 
dans  cet  intervalle;  elle  est  définie  par  l'égalité 


9{x)=rf{x)dx. 


Toutes  les  fonctions  qui  jouissent  de  la  même  propriété  s'obtiendront 
en  ajoutant  à  celle-là  une  constante  arbitraire. 

Inversement,  si  l'on  connaît  une  fonction  F  {x)  définie  dans  l'inter- 
valle (rt(„  a)  et  admettant  f  (x)  pour  dérivée,  on  peut  être  certain 
qu'il  existe  une  constante  C  telle  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  appartenant  à  l'intervalle  (a„,  a), 

F(ir)  +  G=r  /    f{x)  dx; 

cette  égalité  devant  subsister  pour  x  =  «„,  il  faut  que  l'on  ait 

F  (a,)  +  C  =  0  : 
on  aura  donc 

.  {X)  =  rf  (x)  dx  =  F  {X)  -  F  (a,). 

Par  exemple  on  aura 

C'' dx       ,  r^' dx       ,      X 

/      —  =  log  X,        /     —  =  log  - 

Ji      X  Ja     X  a 

en  supposant  a  ei  x  de  mêmes  signes  ; 

p     dx  r-     dx 

I :,  =  arc  tg  X,         I     r  =  arc  ta:  x  —  arc  tu-  a, 

Jo      l   +  Xr  '         Ja    l   -h  X- 
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quels  que  soient  a  ei  x;  en  donnant  à  arc  tg  x  le  sens  précisé  au 
paragraphe  98, 


[/l-x' 


=  arc  sm  x  —  arc  sin  a, 


en  supposant  a  et  a;  compris  entre  —  1  et  +  1 
On  désigne  souvent  par  le  symbole 


/' 


f  {x)  dx 


la  fonction  primitive  de  la  fonction  f{x);  la  valeur  de  ce  symbole 
n'est  déterminée  qu'à  une  constante  près.  On  lui  donne  le  nom 
d'intégi'ale  indéfinie.  On  peut  le  regarder  comme  une  intégrale 
définie  dont  la  limite  supérieure  serait  x  et  la  limite  inférieure 
arbitraire. 

On  écrit  par  exemple 


/n^  =  »'^'s^'  /' 


=  arc  tg  ;r,      l  cos  x  dx  =:  s'm  x,      etc.... 

C'est  l'objet  de  l'un  des  chapitres  du  calcul  intégral  que  de  faire 
connaître  des  classes  très  étendues  de  fonctions  f  (x)  dont  on  peut 
obtenir  les  fonctions  primitives  exprimées  au  moyen  des  fonctions 
algébriques,  des  fonctions  e^,  log  x,  tg  x,  arc  tg  07,  ...  et  des  combi- 
naisons de  ces  fonctions;  un  autre  problème,  qui  peut  donner  lieu 
à  des  développements  indéfinis,  est  le  suivant  :  des  propriétés  de  la 
fonction  donnée  f{x)  déduire  les  propriétés  de  la  fonction 


t/oo 


f{x)  dx; 


on   peut,    par  exemple,    chercher  à  retrouver  les  propriétés  de  la 
fonction  logarithmique  en  partant  de  la  définition 


log  X 


Ç'  dx 

Jï       X 


et  l'on  comprend  comment  la  fonction  logarithmique,  si  elle  n'avait 
pas  été  connue  avant  l'invention  du  calcul  intégral,  se  serait  introduite 
d'une  façon  nécessaire  pour  répondre  à  cette  question  :  quelle  est  la 
Tannery.  —  r/i^one.  19 
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1 

fonction  doul  la  dérivée  est  -?  la  fonction  logarithmique  aurait  ainsi 

conduit  à  la  fonction  e*"  dont  elle  est  la  fonction  inverse;  on  pourrait 
en  dire  autant  des  fonctions  arc  tg  x  et  tg  x,  etc.  On  conçoit  ainsi 
comment  le  problème  posé  au  paragraphe  152  conduit  inévitablement 
à  la  définition  de  nouvelles  fonctions  transcendantes.  L'étude  des 
propriétés  de  ces  fonctions,  des  relations  qu'elles  ont  entre  elles  ou 
avec  les  fonctions  précédemment  connues,  a,  dans  ce  siècle,  conduit  à 
des  résultats  considérables,  dont  il  est  irnpossiljlo  de  prévoir  le  terme. 

158.  On  a  déjà  eu  plusieurs  fois  l'occasion  de  s'appuyer  sur  ce  fait 
que,  si  l'on  suppose  la  fonction  f  (x)  finie  et  susceptible  d'intégration 
dans  l'intervalle  («„,  «),  l'intégrale 


=fj(^) 


dx 


est  comprise  entre  M  {a  —  a^)  et  m  (a  —  «„);  en  désignant  par  M 
et  m  les  linriites  supérieure  et  inférieure  de  la  fonction  /"(d*),  il  est 
naturel  de  se  demander  si  la  valeur  de  J  peut  atteindre  une  de  ces 
limites,  la  première,  par  exemple. 

Si  l'on  considère  un  mode  de  décomposition  quelconque  (a^,  «j,  ..., 
a„_i,  a)  de  l'intervalle  (a^,  «),  on  a  vu  que  J  était  compris  entre  les 
deux  nombres 

(Oj  —  ao)  m^  -+-  («2  —  «i)  l'ih,  +  ...  +  («  —  (t„-i)  »2„, 
(«1  —  «„)  Mj  +  (a^  —  «i)  Mj  +  ...  +  («  —  o„_i)  M„, 

en  désignant  par  «jj,  »?,,  ...,  «!„,  Mj,  M,,  ...,  M„  les  limites  infé- 
rieures et  supérieures  de  la  fonction  dans  les  intervalles  partiels;  puis 
donc  que  les  nombres  Mj,  M^,  ...,  M„  sont  au  plus  égaux  à  M,  J  ne 
peut  être  égal  à 

(a  —  a^)  M  =  (a  —  a^)  M  +  (a^  —  «,)  M  +  ...  4-  (a  —  «,,_,)  M 

que  si  l'on  a 

Mi=:M,  =  ...  =  M„=M. 

Par  conséquent  le  nombre  J  ne  peut  être  égal  à  («  —  «o)^^  ^"6 
dans  le  cas  où,  quels  que  soient  les  nombres  différents  ^j,  q  appartenant 
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à  l'inlervalle  («„,  a),  la  fonction  f  {x)  a  M  pour  limite  supérieure  dans 
l'intervalle  {p,  q);  s'il  en  était  ainsi  et  si  l'on  savait  d'ailleurs  que  la 
fonction  f  {^c)  est  continue  dans  l'intervalle  («„,  a),  ou  que  cet  inter- 
valle peut  cire  décomposé  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels  tels 
que  dans  chacun  d'eux  la  fonction  fût,  ou  continue,  ou  croissante, 
ou  décroissante,  ou  constante,  on  pourrait  affirmer  que  dans  l'inter- 
valle (a„,  a)  la  fonction  f{x)  est  constamment  égale  à  M. 

De  même  pour  que  le  nombre  ,1  fût  égal  à  (a  —  a^)  rii,  il  faudrait 
que,  dans  tout  intervalle  (p,  q)  dont  les  limites  jy,  q,  supposées 
distinctes,  appartiennent  à  l'intervalle  («„,  a),  la  limite  inférieure  de 
la  fonction  f  (x)  fût  égale  à  m;  si  la  fonction  f{x)  était  continue 
dans  cet  intervalle,  ou  si  l'intervalle  («„,  a)  pouvait  être  décomposé 
en  un  nombre  fini  d'intervalles  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  la  fonc- 
tion f(x)  lut  certainement  ou  croissante,  ou  décroissante,  ou  constante, 
on  pourrait  affirmer  qu'elle  est  constamment  égale  à  m. 

Par  conséquent,  sauf  dans  les  cas  exceptionnels  qui  viennent 
d'être  précisés,  on  peut  affirmer  que  le  nombre  J  est  égal  au  produit 
de  a  —  ((q,  par  un  nombre  [j.  compris  entre  m  et  M,  ces  limites 
étant  exclues;  si  la  fonction  f  (x)  est  continue,  il  y  a  (§  84)  un 
nombre  ^  appartenant  à  l'intervalle  (a^,  a)  tel  que  l'on  ait 

On  peut  donc  écrire 

(1)  jj{x)dx=^{a-a,)f(^); 

on  peut  môme  supposer  dans  ce  cas  le  nombre  ;  différent  de  a^  et 
de  o;  soient  en  effet  x'  et  a?"  les  deux  nombres  de  l'intervalle  (a„,  a) 
pour  lesquels  on  a  (§  85) 

fi:x')  =  M,       f(x")  =  m; 

la  fonction  continue  f  (x)  —  [j.  étant  positive  pour  x  =  x' ,  négative 
pour  X  z=  x\  s'annule  pour  un  nombre  ^  compris  entre  x'  et  x\  par 
conséquent  compris  entre  «„  et  a  et  distinct  de  ces  limites. 

Si  F  {x)  est  une  fonction  qui,  dans  l'intervalle  («(,,  a),  admette  f{x) 
pour  dérivée,  on  ;iura 


j"nx)dx  =  ¥{a)-F{a,) 
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et  l'égalité  (1)  deviendra 

cette  égalité  exprime  le  théorème  démontré  d'une  autre  façon  dans  le 
paragraphe  136  ;  mais,  à  la  vérité,  la  nouvelle  démonstration  suppose 
la  continuité  de  la  dérivée  f{x)  de  la  fonction  F  (x),  continuité  qui 
n'était  pas  supposée  dans  la  première  démonstration. 

On  peut  aussi  établir  de  la  même  façon  une  formule  analogue  à 
celle  du  paragraphe  146;  je  vais  le  faire  en  suivant  une  méthode  due 
à  M.  Darboux  ('),  et  qui  peut  conduire,  comme  il  l'a  montré,  à  un 
grand  nombre  d'autres  résultats. 

Soit  9  (t)  un  polynôme  entier  en  t  du  degré  n,  et  f{x)  une  fonction 
de  X  admettant  des  dérivées  première,  seconde,  ...,  [n  +  l)*^™» 

f'ix),     f'ix),...,     r-^M^); 

considérons  la  fonction  de  t 

W  (t)  =  f>  {t)  f{x  -h  ht)  -  hf-'-'  (t)  f  {x  +  /(  0 

4-  h'f'-'^ (or {-v  +  ht)  +...+(-  ly-i /*"-'  s' (t)f'-'Hx  +  ht) 

+  {-iyh"^,{t)f"{x-\-ht), 

où  h  est  une  constante  et  où  o'  (t),  o"  (t),  ...,  9""  (t)  sont  les  dérivées 
successives  du  polynôme  o  {t);  en  prenant  les  dérivées  des  deux 
membres  par  rapport  à  t,  on  trouvera  après  des  réductions  faciles 

W  (0  =  (—  1)"  h"+'o  (0  f"  +  '  {x  +  ht). 

On  en  déduira,  en  intégrant  entre  les  limites  zéro  et  un, 

w  (1)  —  n-  (0)  =  (—  i)«  /("+'  /  s  (/)  f"+'  (x  +  h  t)  dt, 

ou,  en  désignant  le  second  membre  par  R„  et  en  remarquant  que 
g'"^  (1)  est  égal  à  ç^"^  (0),  puisque  9^"^  (t)  ne  dépend  pas  de  t, 

^^n^{0)[f{X   +    h)-f{x)] 

=  h  [9^"-"  (1)  f  {œ  +  h)  -  o'"-'^  (0)  r  (x)] 
-  h^[f'--  (l)r  {X  +  h)  -  9"'-«  (0)  r  {X)] 


-  (-  1)"  h"  [9  (1)  r-^  {X  +  h)  -  9  (0)  r  (-r)]  +  R„. 

(!)  Sur  les  développements  en  série  des  fonctions  d'une  seule  variable  {Journal  de  Liouville, 
Z'  série,  t.  II,  y.  295j. 
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Si,  dans  cette  formule,  on  remplace  9  (t)  par  (1  —  t)"  et  que  l'on 
divise  les  deux  membres  par  ( —  4)"  1.2  ...  n,  on  aura 


f{x)  =  jf'  {X)  +  ■  ' 
h'' 


f{x  +  h)  -  f  (x)  =  -  f  {X)  +  YTi  ^"  ^-^'^  "^" 


1.2  ...  n 


l .  c  ...  11  Jo 


159.  Soient  9  (x)  et  f  (x)  deux  fonctions  finies  et  intégrables  dans 
l'intervalle  («oi  «);  il  en  sera  de  même  de  leur  produit;  supposons 
que,  dans  cet  intervalle,  la  première  fonction  9  (x)  ne  soit  jamais 
négative,  ou  jamais  positive,  on  aura 

/    <f  (x)  f  {x)  dx  =  [J.  j    9  (x)  dx, 

en  désignant  par  [;,  un  nombre  compris  entre  la  limite  inférieure  m 
et  la  limite  supérieure  M  de  la  fonction  f{x)  dans  l'intervalle  (a^,  a)  (')  ; 
sauf  dans  des  cas  exceptionnels,  que  la  démonstration  précisera 
suffisamment,  on  peut  affirmer  que  le  nombre  \).  est  distinct  des 
nombres  m  et  M.  Je  suppo-serai,  pour  la  démonstration,  que  9  (,r)  ne 
soit  jamais  négative.  Les  fonctions 

o{x)[li-f{x)l      ^{x)[f{x)-ml 

ne  sont,  en  vertu  des  bypotbèscs  que  l'on  a  faites,  jamais  négatives 
dans  l'intervalle  («„,  a),  leurs  limites  inférieures  sont  donc,  ou  nulles, 
ou  positives;  on  a  donc,  d'après  le  théorème  démontré  dans  le  para- 
graphe précédent, 

i    j%{x)[U-f{x)\dx^(), 

(1)  A« 

f     /    ?  (•^)  [/■  {^)  '-  w]  dx^O; 

on  ne  pourrait  avoir  le  signe  =  dans  la  première  inégalité  que  si  la 
fonction 

Hx)[M-f{x)] 


(')  On  fionne  souvent  à  ce  thoorème.  le  nom  de.  premier  théorème  de  la  moyenne. 
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avait  pour  limite  inférieure  zéro  dans  tout  intervalle  contenu  dans 
l'intervalle  (a^,  a);  de  même  pour  la  seconde  inégalité. 

D'ailleurs  les  inégalités  qui  précèdent  équivalent  aux  suivantes  : 


(2) 


)  /    ç  {x)  dx^  1%  (x)  f  (.r)  dx  ^  M  / %  (x)  dx, 


qui  démontrent  la  proposition  éncmeée.  Si  la  tunclion  f  (x)  est  continue 
dans  l'intervalle  (a^,  a),  il  y  aura  une  valeur  ç  appartenant  à  cet 
intervalle  pour  laquelle  on  aura 

et  I  on  pourra  écrire 

f%{x)f{x)dx  =  f(X)f%{x)dx. 

S'il  y  a  un  intervalle  contenu  dans  l'intervalle  («q,  a)  dans  lequel 
la  fonction  o  (x)  ait  une  limite  inférieure  autre  que  zéro  et  dans 
lequel  la  fonction  continue  /"  (.r)  ne  soit  pas  constante,  on  peut  affirmer 
que  le  nombre  ç  est  différent  de  a„  et  de  a.  Dans  ce  cas,  en  effet,  il 
y  aura  un  intervalle  contenu  dans  l'intervalle  considéré  dans  lequel 
les  fonctions  M  —  f{x),  f  (x)  —  m  ne  s'annuleront  pas  et  resteront 
supérieures  à  un  certain  nombre  positif;  il  en  sera  de  même  du 
produit  de  ces  fonctions  par  9  {x);  en  sorte  que  le  signe  =:  devra  être 
exclu  des  inégalités  (1)  ou  (2);  d'ailleurs  si  l'on  désigne  par  x' ,  x"  les 
valeurs  appartenant  à  l'intervalle  (a^,  a)  pour  lesquelles  on  a 

f(x')  =  U,      f(x")  =  m. 

les  inégalités  (2)  équivalent  à  dire  que  la  fonction  continue  de  x 

fix)  f%  (x)  dx  —  f%  (x)  f{x)  dx 

(où  les  intégrales  doivent  être  regardées  comme  des  constantes),  est 
positive  pour  x  =  x' ,  négative  pour  x  =  x"  ;  cette  fonction  s'annule 
donc  pour  un  nombre  q  compris  entre  x'  et  x",  distincts  de  ces 
nombres  et  par  conséquent  de  a^  et  de  a. 

Si  l'on  se  reporte,  par  exemple,  à  l'expression  considérée  à  la  fin  du 
dernier  paragraphe. 


X 


(1  _  tyf"'+''{.jc  +  ht)  du 
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on  voit  que  cette  expression,  si  la  fonction  de  t,  f"  +  ^''  (oo  +  ht),  est 
continue  dans  l'intervalle  (0,  1),  peut  s'écrire 


^f\,^e>'dt^-L^j 


fn+i  çjo  -h  e/t)  /  (i  —  ty  dt  = /'f»+"  (,c  +  o/i), 


0  étant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un;  en  multipliant  cette 

quantité  par  t— r 5  on  retrouve  l'expression  du  reste  de  la  série 

1.2  ...  n 


de  Taylor,  donnée  par  Lagrange. 
Considérons  encore  l'expression 


_  r^  dx 

«^»  Vn  —  x'-)(] 


y{l  —  x'-){l  —  k^x~) 

où  la  constante  kr  est  supposée  plus  petite  que  un  et  où  la  limite 
supérieure  x  de  l'intégrale  est  un  nombre  positif  plus  petit  que  un; 
on  aura,  en  désignant  par  ^  un  nombre  compris  entre  zéro  et  x, 


J  Vi  —  /c^;^  =  arc  sin  a', 
et  par  conséquent 

sin  (j  Kl  —  k-)  <:  a;  <;  sin  J. 

160.  Au  théorème  qui  fait  l'objet  du  paragraphe  précédent  se 
rattache  une  autre  proposition,  un  peu  plus  cachée,  à  laquelle  on 
donne  habituellement  le  nom  de  second  théorème  de  la  moyenne  ('); 
elle  repose  sur  le  lemme  d'Abel  établi  au  paragraphe  70. 


(1)  Ce  ihôoremo  est  dû  à  M.  0.  Bounet  qui  l'a  énoucù  sous  la  forme  suivaiile  : 
«  Si  l'iutésrale  délinie 


^J{co)d, 


dans  laquelle  f  (x)  est  une  fonction  liuie  quelconque,  reste  comprise  entre  les  limites  A 
et  B  (juaud  x  varie  de  a  i\  b,  l'intégralo 


I     f  {'"')  9  (^)  'i'^j 


dans  laquelle  cp  {x)  est  une  fonction  toujours  positive,  et  croissante  ou  constante 
lorsque  x  croit,  reste  comprise  pour  les  mêmes  valeurs  de  x  entre  A  y  (a)  el  Qcp  (a).  » 
(Mémoire  6îtr  la  théorie  générale  des  suites,  dans  les  Mémoires  couronnés  et  Mémoires  des 
Savants  étrangers  publiés  par  l'Académie  royale  de  Belgique;  l.  XXIII,  p.  8.)  M.  Bonnet  fait 
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Je  ferai  d'al)ord  la  remarque  suivante  :  Soit  f  (x)  une  fonction  finie 
et  intégrable  de  la  variable  x  dans  l'intervalle  («„,  a);  soit  (a^,  a^,  ..., 
a„_i,  a)  un  mode  de  décomposition  de  l'intervalle  (a„,  a)  en  inter- 
valles partiels:  désignons  par  /o, /"p  ...,  f„-\-.  f„  'es  valeurs  de  la 
fonction  f{x)  pour  les  valeurs  r^„,  o^,  ...,  o„_i,  a  attribuées  à  la 
variable  x;  la  somme 

{a,  —  «  o)  f,  -+-  («,  —  o,)  /-j  +  ...  +  (rt  _  ff„_,)  /;,_, 

sera  une  valeur  approchée  de  l'intégrale 


n^^dx, 


et  l'erreur  commise  en  substituant  la  somme  à  l'intégrale  sera  au 
plus  égale  à  la  somme  5  des  oscillations  de  la  fonction  f  (x)  dans  les 
intervalles  partiels  (a^,  a^),  (a^,  a,),  ...,  («„_,,  a)  respectivement 
multipliées  par  les  étendues  a,  —  a^,  a,  —  a^^  ...,  a  —  o„_i  de  ces 
intervalles;  de  même  les  quantités 

(«1  —  «o)  fo^ 

(«1   —   «o)  /o    +    («2   —   «l)   fv 


(«1   —  «o)  fo    +    («2    —    «l)  A    +    •••    +    K  —    «.-O  fi~l 

pourront  être  prises  pour  des  valeurs  approchées  des  quantités 
//■  i-^)  dx,      ["''fix)  dx,  ...,       /    '  f  (x)  dx 

«,'"0  t/oo  t/oo 

et,  pour  chacune  d'elles,  l'erreur  sera  moindre  que  B;  si  donc  on 
désigne  par  A^  et  A  deux  nombres  tels  que  l'on  ait,  pour  toute  valeur 
de  X  appartenant  à  l'intervalle  (a^,  a), 


'«^x: 


/■(.c)  dx 


repo.-^er  la  iléinouslraliDii  sur  le  lemme  d'Abel.  Les  transformations  do  cet  énoncé  que 
l'on  trouvera  dans  le  texte  sont  dues  à  M.  Weierslrass;  elles  ont  été  publiées  par  M.  du 
Bois-Reyinond  (Journal  de  Crelle,  t.  LXIX,  p.  6S  et  suivantes).  On  peut  consulter  aussi 
sur  ce  sujet  une  intéressante  lettre  de  M.  Krouecker  a  M.  Mansion  {Mathesis,  t.  V,  p.  99). 
On  verra  dans  les  remaniues  relatives  à  l'énoncé  que  l'illustre  algébriste  se  pince  à  un 
point  de  vue  très  différent  de  celui  qui  a  été  ailopté  dans  cet  ouvrage. 
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on  peut  affirmer  que  les  quantités 

s.  =  {a,  —  a^)  f,  +  {a,  —  a,)  f,+  ...   +-  {a,  —  a,_,)  /;_, 
(1=1,2,  ...,«) 

sont  toutes  comprises  entre  A^  —  o  et  A  +  5;  enfin,  je  rappelle  que, 
si  £  est  un  nombre  positif  arbitrairement  donné,  on  peut  supposer  le 
mode  de  décomposition  («„,  a^,  ...,  a„_i,  a)  tel  que  l'on  ait  c  <  s. 

Ceci  posé,  .soit  o  (x)  une  fonction  de  la  variable  x  qui,  dans  l'inter- 
valle («0,  a),  ne  soit  jamais  négative,  qui,  en  outre,  soit  décroissante 
ou  constante;  j'entends  par  là  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  x, 
x'  appartenant  à  l'intervalle  (a^,  a),  on  doit  avoir 

,(,,)So,    °-W-9/^')<o. 

X  —  X  — 

la  fonction  f{x)  o  (x)  sera  intégrable  dans  l'intervalle  («(,,  «)  (§  155). 
Si,  tout  en  conservant  les  notations  précédemment  adoptées,  on 
désigne  par  o^,  ^^,  ...,  ç;„_i  les  valeurs  de  la  fonction  ©  (x)  pour  les 
valeurs  a^,  «j,  ...,  «„_i  attribuées  à  la  variable  x,  la  somme 

S  =  («1  —  «o)  f,o,  +  (a,  —  «j)  f,o^  +  ...  +  (a  —  «„_,)  /;_,?„_„ 

sera  une  valeur  approchée  de  l'intégrale 


=  /    f{x)o{x)dx, 

nJ  (ta 


et  le  mode  de  décomposition  (n^,  a^,  ...,  a„_i,  a)  peut  être  supposé 
tel  que  les  conditions  précédemment  imposées,  relatives  à  la  fonc- 
tion f{x),  soient  vérifiées  et  que  l'erreur  commise  dans  l'évaluation 
de  la  dernière  intégrale  soit  moindre  que  s.  Dès  lors  les  quantités  îq, 
Gj,  ...,  ç;„_i  étant  toutes  positives  (ou  nulles)  et  formant  une  suite 
décroissante,  et  les  quantités  s,,,  s^,  ...,  .s„_i  étant  toutes  comprises 
entre  A^  —  e  et  A  +  e,  la  quantité  S  sera  comprise  entre 

?o  (Ao  —  e)      et      9o  (A  +  c), 

ainsi  qu'il  résulte  (§  70)  de  l'identité 

S  =  ?o  Si  +  9i  (s,  —  Si)  +  ...  +  ç„_i  (s„  —  s„_i) 

=   Si   (So   —  Çi)    +    s,   (çPi    —   s,)   +    ...    +   S„_i(3„_2  —  9„_i)  +  S„Ç„_i, 

dans  le  dernier  membre  de  laquelle  toutes  les  quantités 
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sont  posilives  ou  nulles;  mais  les  inégalités 

9o  (Ao  -  i;  <  S  <  ço  (A  +  e), 
S  —  £<J<:S  +  £, 

entraînent  les  suivantes  : 

ru^^o  -  -  (ro  +  1)  <  -I  <  ?o  A  +  £  (ço  4-  l); 

et,  connne  t  peut  être  pris  aussi  petit  que  l'on  veut,  il  faut  que  l'on  ait 

c   A    <  J  <  s  A  • 

c'est  la  proposition  que  j'avais  en  vue.  En  résumé  si,  dans  l'inter- 
valle («0,  a),  la  fonction  f  (jc)  est  iinie  et  intégrable;  si,  dans  le 
même  intervalle,  la  fonction  s  (x)  n'est  jamais  négative  et,  en  outre, 
décroissante  ou  constante  (dans  le  sens  précisé  plus  haut),  on  aura 


(1) 


9  K"o)  Ao  ^  rV(^0  ?  O^O  dx  ^  9  («„)  A, 


en  désignant  par  Aj,  et  A  deux  nombres  tels  que  l'on  ait,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (Oq,  a), 


•^»^r 


fU)dx^A. 


On  pourra  prendie  en  particulier  pour  A,,  et  A  les  limites  inférieure 
et  supérieure  (§  74)  de  la  fonction  de  x, 


rfix)dx, 


défmie  et  continue  (§  157)  dans  Fintervalle  («„,  a).  Ces  limites  sont 
atteintes  pour  des  valeurs  de  x  appartenant  à  cet  intervalle  (§  85). 

Les  inégalités  (1)  donnent  lieu  à  la  remarque  suivante  :  si  la 
fonction  o  (.2?)  n'est  pas  continue  pour  la  valeur  a?  =  «„  qui,  dans 
l'énoncé  du  théorème  comme  dans  la  démonstration,  est  supposée 
plus  petite  que  a,  cette  fonction,  lorsque  le  nombre  jo  tend  vers  a^ 
par  des  valeurs  décroissantes,  tend  vers  une  limite,  puisque,  dans 
ces  conditions,  elle  ne  décroît  jamais  et  reste  toujours  inférieure  ou 
égale  à  g  (a^);  désignons,  en  adoptant  une  notation  employée  par 
Lejeune-Dirichlet,  cette  limite  par  o  («q  4-0);  si  la  fonction  s  (x) 
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était  continue  pour  x  =■  cIq,  le  symbole  o  («„  +  0)  ne  représenterait 
pas  autre  chose  que  ç  (Uq).  Dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  l'intégrale 

iy(x)o{x)dx 

ne  serait  pas  modifiée,  si  l'on  remplaçait  la  fonction  o  (x)  par  une 
fonction  <P  (x)  é<^a\e  à  o  («(,  4-  0)  pour  x  =  a^^  et  à  9  (ic)  pour  toutes 
les  autres  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a^,  a);  d'ailleurs  la 
fonction  <î>  {x)  jouirait  des  propriétés  requises  pour  l'application  du 
théorème;  on  peut  donc  substituer  aux  inégalités  (1)  les  suivantes, 
où  les  nombres  A^,  et  A  conservent  les  mêmes  significations  : 

(2)  A„.  {a,  +  0)  ^\j{^)  ?  (^  dx^Ao  («0  H-  0). 

Enfin,  si  A^  et  A  sont  les  limites  inférieure  et  supérieure  de  la 
fonction  de  x. 


£ 


f{x)  dx, 


définie  et  continue  dans  l'intervalle  (a^,  a),  cette  fonction  doit  prendre 
n'importe  quelle  valeur  B  appartenant  à  l'intervalle  (A„,  A)  pour  une 
valeur  q  de  x,  appartenant  à  l'intervalle  (a^,  a);  on  voit  donc  que  les 
inégalités  précédentes  peuvent  être  remplacées  par  l'égalité 


(3) 


f"f{x).{^^-)dx=.{a,  +  0)fy{x)d.c 


ç  étant  un  nombre  dont  on  sait  seulement  qu'il  appartient  à  l'inter- 
valle («0,  a). 

M.  Weierstrass  a  ti'ansf)rmé  ce  dernier  énoncé  de  manière  à 
obtenir  une  proposition  applicable  à  une  fonction  9  (x)  qui,  dans 
l'intervalle  («(,,  a)  est,  ou  bien  décroissante  ou  constante,  ou  bien 
croissante  ou  constante,  c'est  à  dire,  d'une  façon  plus  précise,  à  une 
fonction  ç  {x)  telle  que,  quels  que  soient  les  nombres  x^  x'  appar- 
tenant à  l'intervalle  (0^,  a),  on  ait  toujours 

9(-^)-?(-^'}<-Q 


300  THÉORIE    DES    FONCTIONS    d'UNE    VARIABLE. 

OU  tuUJOlll'S 

?  U-)  —  V  C-^')  ^  0. 
X  —  x' 

Supposons  en  effet  qu'on  soit  dans  le  premier  cas,  la  fonction 

?  (x-)  —  o  (a  —  0), 

où  9  (a  —  0)  désigne  la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression  9  (x), 
lorsque  x  tend  vers  a  par  des  valeurs  croissantes,  sera  décroissante 
ou  constante  dans  l'intervalle  (a,,,  a)  et  ne  sera  négative  pour  aucune 
valeur  de  x  appartenant  à  cet  intervalle;  on  pourra  donc  lui  appliquer 
le  théorème  qu'exprime  l'égalité  (3)  et  l'on  aura  ainsi 

rvc^)  [?(■'•)--.('-«  -o)]dx 

=  [9  {a,  +  0)  -  V  («  -  0)]  J^  V(.'-)  dx, 
ou 

(  rf(x),{x)dx 

I  =  .  («„  +  0)j^   /-(.r)  dx  +  9  («  -  0)j^  /-(.x)  dx; 

^  désigne  toujours  un  nombre  appartenant  à  l'intervalle  {a^,  a).  C'est 
l'égalité  que  j'avais  en  vue;  elle  subsisterait,  si  dans  l'intervalle  («q,  a) 
la  fonction  9  (x)  était  croissante  ou  constante;  on  le  verra  en  rem- 
plaçant dans  l'égalité  (3)  9  (ce)  par  9  (a  —  0)  —  9  (ce). 

On    trouvera   plus  tard   une    importante    application    du    second 
théorème  de  la  moyenne  à  la  théorie  des  séries  trigonométriques. 

161.  On  a  supposé  jusqu'ici,  lorsque  l'on  a  considéré  une  intégrale 
définie 


£ 


V  (x)  dx. 


que,  dans  l'intervalle  («p,  a),  la  fonction  9  (ce)  était  finie  (§  74);  on 
peut  étendre  la  notion  d'intégrabilité  à  des  fonctions  qui  ne  satisfont 
pas  à  cette  condition. 

Soit  (tto,  a)  un  intervalle  et  supposons  que,  quelque  petit  que  soit 
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le  nomln-e  positif  z<za  —  o^,  la  fonction  9  (x)  soit  finie  et  intégrable 
dans  l'intervalle  («„,  a  —  s)  ;  si  la  quantité 


7  (-)  =  I         ?  (^^0  (^^> 

tj"a 


définie  tant  que  l'on  a  0  <;  s  <;  a  —  a^,  tend  vers  une  limite  J 
lorsque  s  tend  vers  zéro  (par  des  valeurs  positives),  il  sera  naturel  de 
regarder  le  nombre  J  comme  étant,  par  définition,  la  valeur  du 
symbole 

o  (a-)  dx. 


j: 


Cette  circonstance  se  présentera  nécessairement  si  la  fonction  9  (x) 
est  finie  et  intégrable  dans  l'intervalle  (a^,  «),  puisque  alors  y  (e)  est 
une  fonction  continue  de  s  et  la  nouvelle  définition  du  symbole 


.r 


(jc)  dx 


coïncidera  avec  celle  qui  avait  été  primitivement  adoptée;  mais  la 
quantité  désignée  par  y  (e)  peut  avoir  une  limite,  lors  même  que  la 
fonction  ©  (x)  ne  serait  pas  finie  au  sens  du  paragraphe  74  dans 
l'intervalle  («  —  s,  a),  lors  même  qu'elle  ne  serait  pas  définie,  ou 
n'aurait  pas  de  sens  pour  x  =  a;  on  sait,  par  exemple,  que  l'on  a, 
quel  que  soit  le  nombre  x  compris  entre  zéro  et  un. 


i: 


dx 

arc  sni  x 


Vl-x"- 

lorsque  x  tend  vers  un  par  des  valeurs  croissantes,  le  second  membre 
tend  vers  la  liinito  ^j;  il  en  est  nécessaii'ement  de  même  du  premiei-, 

1 

quoique  la  lonclion  — grandisse  indéfiniment  quand  x  tend 

vers  un  par  des  valeurs  croissantes  et  n'ait  point  de  sens  pour  x=:z  l. 

On  dira  que  la  fonction  — ^z=r  est  intégrable  dans  l'intervalle  (0,  1) 

Kl  -x' 
et  l'on  écrira 

dx  T 


i: 


]/ï 
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Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  la  limite  supérieure  a  de  l'intervalle 
s'applique  à  la  limite  inférieure  a^  ;  on  pourra  écrire,  par  exemple, 

r       dx        _  r. 

Supposons  maintenant  que  h  étant  un  nombre  compris  entre  a^  et  a, 
la  fonction  ç  {x),  quelque  petits  que  soient  les  nombres  positifs  e,  r„ 
soit  finie  et  inlégrable  dans  les  intervalles  (a^,  h  —  s),  {b  +  t„  a) 
et  que  la  quantité 

-/  (£,  r,)  =  f     '  -,  (x)  dx  +  r    0  {x)  dx, 

Jac,  Jh  +  r, 

définie  tant  que  Ton  a 

0  <:  e  <  b  —  a^,       0  -<z  r,  -<:  a  —  h, 

tende  vers  une  limite  J  lorsque  les  noinlires  s,  r,  tendent  vers  zéro, 
indépendamment  l'un  de  l'autre,  on  dira  que  la  fonction  z  (x)  est 
intégrable  dans  l'intervalle  (a„,  a)  et  l'on  écrira 


J  —  J„  çG^t^-^; 


c'est  ce  qui  arrivera  certainement  si  la  fonction  ç  (.t)  est  finie  et 
intégrable  dans  l'intervalle  (h  —  e,  5  +  r,),  et  par  conséquent  dans 
l'intervalle  {a^,  a);  mais  cela  pourrait  arriver  sans  que  la  fonction  o  {x) 
fût  finie  dans  l'intervalle  (6  —  e,  b  -\-  r,),  lors  même  qu'elle  n'aurait 
point  de  sens,  ou  ne  serait  pas  définie,  pour  x  =.b.  Par  exemple, 
dans  tout  intervalle  qui  ne  contient  pas  zéro,  la  fonction  Vx  a  pour 

dérivée  — -—•>  on  en  conclut,  s  et  r  étant  positifs, 
3  l>'.i-' 

'  dx      r^'  d 


J  --^  Vx-     •/ >3    yx- 


lorsque  s  et  •,';  tendent  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  le  second 
membre  a  pour  limite  le  nombre  6;  telle  est  donc  aussi  la  limite  du 

premier  merabro:  la  fonction  -—=:  qui  grandit  indéfiniment  quand  x 


CIIAP.  VI.  —  DES    INTÉGRALES    DEFIMES.  303 

tend  vers  zéro,  qui  n'a  pas  de  sens  pour  x  =  0,  est  inlégrable  dans 
l'intervalle  ( —  1,  +  1  )  et  l'on  a 

En  disant  en  général  que  -/  (z,  r,)  tend  vers  la  limite  .1  lorsque  s,  r, 
tendent  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  on  entend  qu'à  chaque 
nombre  positif  a  correspond  un  nombre  positif  a'  tel  que  les  inégalités 

(1)  0<£<a',       0  <;•/;<  7.', 
entraînent  l'inégalité 

(2)  |./^(ç,.^)_  J  |<a. 

Cette  circonstance  se  présentera  évidemment  si,  lorsque  s,  r,  tendent 
vers  zéro,  les  quantités 

J  '■»  J  l'  +  ri 

tendent  respectivement  vers  des  limites  Jj,  J,,  on  aura  alors 

J  rrz  Jj  +  J,; 

elle  ne  peut  d'ailleurs  se  présenter  que  dans  ce  cas;  car  si  l'iné- 
galité (2)  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  s,  r,  qui  vérifient  les 
inégalités  (1),  on  voit  que,  en  désignant  par  s,  e',  •/)  des  nombres 
positifs  plus  petits  que  ?.',  on  devra  avoir 

|x(e',r,)-Ji<:a, 
et  par  suite 

I  -/  (e',r,)  -  x  (e,r,)  |  =  ]  ■/,  (e'j  -  X,  (e)  |  <  2a. 

Celte  dernière  inégalité  devant  avoir  lieu  .sous  les  seules  conditions 

0  <:  £  <;  a',       0  <;  s'  -<  7.', 

il  faut  (§  78)  que  la  fonction  y  (s)  ail  une  limite  quand  s  tend  vers 
zéro  par  des  valeurs  positives. 

Si,  par  exemple,  en  supposant  toujours 
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on  prend 


X  —  h 


1 
on  aufa,  en  remarquant  que est  la  dérivée  de  log  {h  —  x) 

si  X  est  plus  petit  que  h,  de  log  {x  —  h)  si  x  est  plus  grand  que  h^ 


i: 

f 

J   b- 


-'"    dx  e 

,-  =  log  7 

,      x  —  b  b  —  «j 

dx  ,      a  '—  b 

=  log  ; 


r''--    dx  [*"■        dx  ,       a  —  b        ,       s 

J  «„     x  —  h      J  h+r,  X  —  b  h  —  a^^  r, 

et  il  suffît  de  faire  tendre  s  et  •/;  vers  zéro  de  façon  que  leur  rapport 

ait  pour  limite  un  nombre  positif  arbitraire  K  pour  que  le  second 

membre  tende  vers  la  limite 

a  —  b 

log h  log  K. 

b  -  a. 

On  voit  qu'il  n'y  a  pas  lieu  d'attribuer  un  sens  au  symbole 
■:)  dx 


i: 


quand  les  deux  quantités  désignées  plus  baut  par  /,  (e),  y^  (•/;)  ne 
tendent  pas  vers  des  limites  lorsque  e,  r^  tendent  vers  zéro. 

En  me  bornant  toujours  aux  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  un 
intervalle  (a„  a)  et  b  étant  une  de  ces  valeurs,  je  dirai  d'une  fonc- 
tion ç  [x)  qui  peut  n'être  pas  détinie  ou  n'avoir  pas  de  sens  pour 
x  ^=  b,  mais  qui  est  définie  pour  les  valeurs  voisines  qui  appar- 
tiennent à  l'intervalle  (a^,  a),  qu'elle  devient  infinie  dans  le  voisinage 
de  b  si  à  chaque  couple  de  nombres  positifs  A,  a,  dont  le  premier 
peut  être  aussi  grand  et  le  second  aussi  petit  qu'on  le  veut,  correspond 
une  valeur  x  appartenant  à  l'intervalle  (a^,  a)  telle  que  l'on  ait  à 
la  fois 

I  X  -  H  <  a,       \o{x)\^k  (1). 

(1)  Il  sera  facile  au  lecleur  de  prouver,  en  employant  un  mode  do  raisonnement 
analogue  à  celui  du  paragraphe  77,  que  si  une  fonction  est  déflnic  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  («o,  a)  et  ne  devient  infinie  dans  le 
voisinage  d'aucune  valeur  appartenant  à  cet  intervalle,  cette  fonction  est  finie  clans 
l'iatervalle  («o,  a],  au  sjns  du  paragraphe  74. 
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Si  une  fonction  o  ix)  est  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
appartenant  à  l'intervalle  («„,  a)  sauf,  peut-être,  pour  un  nombre 
limité  de  ces  valeurs,  si  elle  ne  devient  infinie  qu'aux  environs  d'un 
nombre  limité  de  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle,  si  enfin  elle 
est  finie  (^)  et  intégrable  dans  tout  intervalle  contenu  dans  (Oq,  a)  et 
auquel  n'appartient  aucune  des  valeurs  de  x  aux  environs  desquelles 
la  fonction  devient  infinie,  il  est  clair  qu'on  pourra  étendre  à  cette 
fonction  les  considérations  développées  au  début  de  ce  paragraphe 
et  chercher  si  elle  est,  ou  non,  intégrable  dans  l'intervalle  (Oq,  (i). 
Comme  dans  le  cas  où  la  fonction  ne  devient  infinie  qu'aux  environs 
d'une  seule  valeur  de  a;,  on  ramènera  le  problème,  en  décomposant 
l'intervalle  («o,  a)  en  un  nombre  suffisant  d'intervalles  partiels,  au 
cas  où  la  fonction  ne  devient  infinie  qu'aux  environs  soit  de  la  limite 
supérieure,  soit  de  la  limite  inférieure  de  l'intégrale.  Les  raisohne- 
ments  étant  les  mêmes  pour  les  deux  limites,  je  ne  considérerai  que 
la  limite  supérieure. 

162.  Soit  donc  cp  {x)  une  fonction  qui,  quelque  voisin  du  nombre  a 
que  soit  le  nombre  ^  compris  entre  a^  <;  a  et  «,  soit  finie  et  intégrable 
dans  l'intervalle  («q,  ^),  il  s'agit,  en  supposant  que  la  fonction  9  (.r) 
devienne  infinie  aux  environs  de  x  =  «,  de  reconnaître  si  l'intégrale 


^  ic)  =  ['' o  {x)  dx 


tend  vers  une  limite  lorsque  ;  tend  vers  a  par  des  valeurs  croissantes. 

C'est  un  problème  qui  est  de  la  même  nature  que  celui  qui  consiste 
à  reconnaître  si  une  série  donnée  est  convergente  ou  non. 

On  remarquera  d'abord  que  rien  n'empêche,  quand  on  cherche  à 
répondre  à  la  question  posée,  de  substituer  au  nombre  a^  un  nombre 
fixe  quelconque  compris  entre  «q  et  a,  mais  distinct  de  a. 

Le  théorème  du  paragraphe  78  fournit  ensuite  immédiatement  la 
règle  suivante  : 

Pour  que  l'intégrale  proposée  ait  une  limite,  il  faut  et  il  suffit  qu'à 
chaque  nombre  positif  a  corresponde  un  nombre  positif  a'  <;  ff ,  tel 


(1)  Kii  verlu  .lo  Im,  uoIo  précodonto  la  oondilion  qu'expriinp  TépillRMc /«à-  csl  imj 
quéu  p.ir  i'uUl's  qui  iirécùdeiil. 

Tan.nerv.  —  Théorie.  20 
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quo  les  inégalités 
entraînent  l'inégalité 


1/;. 


(x)  dx 


mais  l'application  de  cette  règle  générale  est  souvent  malaisée  et  il  ne 
sera  pas  inutile  de  donner  des  règles  particulières  qui,  dans  des  cas 
assez  étendus,  permettent  de  trancher  la  question. 

Supposons  que  la  fonction  ç  {x)  puisse  être  mise  sous  la  forme 
/■(x)  X  ^  Cï"),  f  G'c)  étant  une  fonction  finie  et  intégrable  dans 
l'intervalle  (a^,  a)  et  <b  (x)  étant  une  fonction  qui,  quelque  voisin 
de  a  que  soit  le  nombre  ;  compris  entre  «„  et  a.,  soit  finie,  inté- 
grable, positive  (ou  nulle),  dans  l'intervalle  («„,  H),  qui  enfin  devienne 
infinie  aux  environs  de  x  z=  a;\Q  premier  théorème  de  la  moyenne 
fournira  l'inégalité 


V(«)  '^  {x)  dx  I  <  A  r  'h  {x)  dx 


en  désignant  par  A  un  nombre  positif  auquel  la  valeur  absolue  de  /"(x) 
reste  inférieure  ou  égale  dans  l'intervalle  (Op,  a).  Supposons  en  outre 
que  l'intégrale 


<b  {x)  dx 


reste  inférieure  à  un  nombre  fixe  quand  ç  tend  vers  a  par  des  valeurs 
croissantes;  on  voit  d'abord  que  cette  dernière  intégrale  tendra  vers 
une  limite,  puisque,  la  fonction  6  {x)  étant  essentiellement  positive 
(ou  nulle),  l'intégrale  augmente  avec  sa  limite  supérieure.  On  voit 
aussi  que,  dans  les  mêmes  conditions,  l'intégrale  proposée 


x; 


(x)  dx 


reste,  lorsque  ç,  s'approche  de  «,  inférieure  en  valeur  absolue  à  un 
nombre  fixe.  Si  la  fonction  /"(x)  n'était  jamais  négative,  au  moins 
à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x  <  «,  cela  suffirait  à  prouver  que 
l'intégrale  proposée  tend  vers  une  limite,  puisque,  alors,  elle  irait  en 
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augmentant  avec  sa  limite  supérieure;  la  même  conclusion  subsisterait 
si  la  fonction  f  (x)  n'était  jamais  positive,  elle  subsiste  d'ailleurs  dans 
tous  les  cas;  si,  en  effet,  ^  et  ç'  >-  ^  désignent  des  nombres  compris 
entre  a„  et  o,  le  même  théorème  de  la  moyenne  fournit  l'inégalité 


(3) 


P   f{:c)  <^  (x)  dx  I  <  A  P   'h  (x)  dx; 
puisque,  d'ailleurs,  l'intégrale 

d/  (x)  dx 

tend  vers  une  limite  quand  ^  tend  vers  a  par  des  valeurs  croissantes, 

a 

—  I 
A 


x; 


à  chaque  nombre  positif  -^  correspondra  un  nombre  a'  <=;  a  tel  que 


l'on  ait 

<b  {x)  dx  <z—i 

sous  les  conditions 


/; 


on  aura  donc,  à  cause  de  l'inégalité  (3),  sous  les  mêmes  conditions, 
<p  (x)  dx 


r 


ce  qui,  en  vertu  du  théorème  général,  suffit  à  prouver  l'existence 
d'une  limite  pour  l'intégrale 


/: 


ç  (x)  dx. 


Supposons  maintenant  que,  la  fonction  ^  (x)  satisfaisant  toujours 
aux  mêmes  conditions,  l'intégrale 


<i^  (x)  dx 


grandisse  indéfiniment  quand  ^  tend  vers  a  par  des  valeurs  crois- 
santes, s'il  arrive  que,  «ô  désignant  un  nombre  fixe  quelconque 
compris  entre  «q  et  «,  et  distinct  de  ce  dernier  nombre,  la  fonction 
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f  {x)  dans  l'intervalle  («ô?  ^0  conserve  le  même  signe  et  reste  supé- 
rieure, en  valeur  absolue,  à  un  nombre  positif  B,  le  premier  théorème 
de  la  moyenne  fournira  encore  l'inégalité 

T'  f{x)  à  (:x)  dx    >  C  )'  6  {x)  dx, 

qui  montre  clairement  que  le  premier  membre,  comme  le  second, 
grandit  indéfiniment  quand  ^  tend  vers  a  par  des  valeurs  croissantes, 
il  en  est  de  même  de  la  valeur  aJjsolue  de  l'intégrale  proposée 


x: 


0  (x)  dx. 
On  voit  sans  peine  que,  dans  ce  cas,  le  rapport 

/ç  (x)  dx 
tp  

/à  (x)  dx 

finit  par  rester,  lorsque  ^  tend  vers  a  par  des  valeurs  croissantes, 
compris  entre  deux  limites  fixes,  dont  aucune  n'est  nulle;  c'est  ce 
que  l'on  exprime  en  disant  que  le  numérateur  devient  infini  comme 
le  dénominateur;  cette  locution  prendra  un  sens  plus  précis  si  f{x) 
tend  vers  une  limite,  f{a  —  0),  différente  de  zéro,  quand  x  tend 
vers  a  par  des  valeurs  croissantes  ;  le  précédent  rapport  a  aussi  pour 
limite  f{a  —  0);  on  voit  en  effet  tout  d'abord  que,  dans  ce  cas,  le 
numérateur  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives  ou 
négatives,  suivant  que  la  quantité  f  (a  —  0)  est  positive  ou  négative. 
Soit  maintenant  a  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  on 
pourra  lui  faire  correspondre  un  nombre  a'  <za  tel  que  sous  les 
conditions 

a'  <;  X  <;  «, 
on  ait 

I  f(x) -/•(.-■ -0,|<  a; 

en  désignant  par  s  un  nombre  positif  égal  ou  inférieur  à  a  —  a'  et 
par  q  un  nombre  compris  entre  a  —  e  et  «,  on  aura,   toujours  en 
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vertu  du  premier  théoième  de  la  moyenne 

r     f{.v)à{œ)dx 

f(a-0)  -y.  -^--^^ </■(«  —  0)  +  a 

r   _  <^  (,.)  dx 

d'ailleurs,   une  fois  s  fixé  comme  on  vient  de  le  dire,  on  pourra 
prendre  \  assez  voisin  de  a  pour  que  les  deux  rapports 

r  %(,€)d..:   r  "  ^h{A^dx 


r  o{£)dx    r  'b{.r) 

J  a-S    '  J a-Z 


soient,  en  valeur  absolue,  moindres  que  a,  puisque  leurs  dénomi- 
nateurs peuvent  être  supposés  aussi  grands  qu'on  le  veut;  dès  lors 
l'idenlité 


1  +"^ 


r  %{x)dx 

J  Oo 


1     9  (x)  dx        i        o  (x)  dx  I        ç  (ic) 


1     à{x)dx        r '     à  {x)  dx  f       à  {x)  d.i 

J  a,    '  J  a-t    '  ,       .'Ijll 

I  '      d/  {x)  dx 
montre  que  le  premier  membre  est  compi'is  entre 

i  —  a 


[^(„_0)-a]i-^'. 

Or,  le  nombre  a  pouvant  être  supposé  assez  petit  pour  que  l'un  et 
l'autre  de  ces  deux  nombres  soient  aussi  voisins  que  l'on  voudra 
de  f{a  —  0),  la  proposition  énoncée  est  démontrée.  Le  lecteur  ne 
manquera  pas  de  rapprocher  cette  proposition  de  l'une  des  règles 
de  l'Hospilal  (§  151). 
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Les  remarques  précédentes  permettront,   dans  bien  des  cas,   de 
ramener  le  problème  proposé  à  un  problème  plus  simple. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  puisse  mettre  la  fonction  sous  le 

signe  /  sous  la  forme 

?  (^)  =  A  (•-^)  +  («  -  ^r'-  u.  (^), 

A  (x-)  et  A  {x)  étant  des  fonctions  finies  et  intégrables  dans  l'inter- 
valle (05,  a)  et  r  un  nombre  positif,  on  aura 

p  9  {x)  dx  =  p  f,  (x)  dx  +  p  {a  -  x)-'-  A  (:/•)  dx; 

on  n'a  pas  à  s'occuper  de  la  première  intégrale  du  second  membre  ; 
quant  à  la  seconde,  si  l'on  applique  la  méthode  précédente  en  prenant 

pour  (1;  {x)  la  fonction  positive -•>  on  voit  de  suite,  en  partant 

de  l'identité 

D^  {a  —  x)-'-+'  =  (r  —  l)  (a  —  x)-% 

valable  tant  que  t  est  différent  de  un,  que  l'on  a 


/.: 


(a  —  x)-'-  dx  =  — -^  [(rt  —  ^)i-'-  —  {a  —  a,y-']  ; 


si  l'on  a  )•  <:  '1,  le  second  membre  tend  certainement  vers  une  limite 
quand  ç,  tend  vers  a  par  des  valeurs  croissantes;  dans  ce  cas  l'intégrale 


/: 


<i  (.r)  dx 


a  un  sens;  si  l'on  a  r  r>  1  et  si,  dans  l'intervalle  (o^,  a),  la  fonction 
f,  (x)  garde  un  signe  constant  et  reste  supérieui'e,  en  valeur  absolue, 
à  un  nombre  positif  fixe,  l'intégrale 


f. 


{x)  dx 


grandit  indéfiniment  en  valeur  absolue  quand  ç  tend  vers  a  par  des 
valeurs  croissantes  ;  elle  devient  infinie  comme 


(a-^)'-" 
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si  l'on  avait  r  =  1,  on  aurait 


I     (a  —  x)~^  dx  =:  log 


a  —  a„ 


si  la  fonction  f^  (x)  iînit  encore  par  garder  un  signe  constant  et 
par  rester  supérieure  en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  fixe, 
l'intégrale  proposée  deviendra  infinie  comme  log  («  —  ce). 
Par  exemple,  l'intégrale 


/: 


dx 


0     i/(l_;,^)(l_/,^,;^) 

où  A;-  est  un  nonihi'e  plus  petit  que  un,  a  un  sens,  puisque  l'on  a 


|/(1  —  a;^)  (1  —  k'x')  1/(1  +  x)  (1  —  k'x') 

_i 
et  que  le  facteur  (1  —  x)    '  qui  devient  infini  aux  environs  de  x  =  1 

est  affecté  de  l'exposant  —  -  dont  la  valeur  absolue  est  moindre  que 

un;  au  contraire  si  l'on  avait  /r  =:  1,  l'intégrale  proposée  n'aurait 
pas  do  sens  et  l'intégrale 


X' 


dx 


K(i  —  xy 


deviendrait,  quand  x  tend  vers  un  par  des  valeui's  croissantes,  infinie 
comme  log  (i  —  x). 

L'intégrale  eidérienne  de  première  csjièce 

j     as*-'  (1  —  x)«-^  dx, 

J  0 

où  p,  q  sont  des  nombres  positifs,  bien  que  la  quantité  sous  le  signe  1 

devienne  infinie  aux  limites  inférieure  et  supérieure  de  l'intégrale,  a 
un  même  sens,  si  les  nombres  p,  g  sont  [)lus  petits  que  un. 
L'intégrale 

d: 


r  dx 

J  0    COS  X 
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devient  infinie  comme  log-  i-  —  xj  quand  x  lend  vers  ^  par   d(; 
valeurs  croissantes  ;  on  a  en  effet 


1  1  2-"= 


cos 


|_,sin(|-cc) 


et  le  second  facteur  a  pour  limite  l'unité  quand  x  tend  vers- par  des 
valeurs  croissantes;  on  a  d'ailleurs,  pour  x  compris  entre  zéro  et  '^i 

On  a  considéré  au  paragraphe  156  l'intégrale 

log  (1  —  2  a  cos  X  -+■  a-)  dx; 
en  supposant  a'^i  ;  pour  a =1,  la  fonction  sous  le  signe/  peut  s'écrire 


/: 


log  (1  —  cos  a:)-  =  log  4  +4  log  sin  -  ; 

i 

elle  devient  infinie  pour  x  ==  0;  mais  l'identité 

log  sm  -=.  X-    \x'  log  sm  —y 

où  Ton  suppose  que  r  est  un  nombre  positif  quelconque  plus  i^etit 
que  un  et  où  le  facteur  qui,  dans  le  second  membre,  multiplie  x~''  a 
zéro  pour  limite  quand  x  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives, 
montre  que  l'intégrale  proposée  a  un  sens;  en  appliquant  une  méthode 
analogue  à  celle  du  paragraphe  156,  on  trouve 


/: 


log  (1  —  cos  x)^  rf»  =  —  2-  log  2  (1). 


(1)  La  comparaison  a  (x  —  a)—»'  d'une  funclion  (p  (a;)  qui  devient  inlinip  aux  cnvi'ons 

de  a;  :=  «  ne  suffit  pas  toujours  à  décider  de  la  nature  de  l'intégrale    |      e»  (m)  dx.  Oa 

Tiout  alors  avoir  recours  aux  critériums  logarithmiques  dont  l'usage  sera  exposé  à  la 
page  318;  le  lecteur  fera  sans  peine  les  légers  changements  qui  permettent  d'applii|ui'r 
cos  critériums  au  problème  actuel,  lequel,  comme  on  le  verra  §  165,  ne  diffère  pus  au 
fond  du  problème  traité  au  §  164. 
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163.  Les  résultats  du  paragraphe  précédent  montrent  que  l'on 
peut  donner  un  sens  au  symbole 


/.; 


(x)  dx, 


lors  même  que  dans  l'intervalle  (a„,  a)  la  fonction  cp  {x)  devient 
infinie  aux  environs  d'un  nombre  limité  de  valeurs;  cette  intégrale 
est  aloi's  la  limite  d'une  somme  d'intégrales  relatives  à  des  intervalles 
partiels  auxcjuels  il  faudrait,  pour  obtenir  l'intervalle  total  (((„,  a), 
adjoindre  an  nombre  fini  d'intervalles  à  étendue  infiniment  petite. 
Si  cette  limite  existe,  on  dira  encore  que  la  fonction  a;  (x),  quoiqu'elle 
ne  soit  pas  finie  dans  l'intervalle  (rr„,  a),  quoiqu'elle  puisse  ne  pas 
être  définie  pour  un  certain  nombre  de  valeurs,  est  intégral)le  dans 
l'intervalle  («„,  a). 

Cette  notion  d'intégrabilité  peut  encore  s'étendre;  le  même  procédé 
qui  a  permis  de  passer  de  la  notion  de  l'intégrale  d'une  fonction  finie 
dans  l'intervalle  {a^,  a)  à  la  notion  de  l'intégrale  d'une  fonction  qui 
devient,  dans  cet  intervalle,  infinie  aux  environs  d'un  nombre  limité 
de  valeurs,  permettrait  de  passer  de  cette  dernière  notion  à  la  notion 
de  l'intégrale  d'une  fonction  qui  devient  infinie  aux  environs  d'un 
nombre  illimité  de  valeurs,  en  supposant  que  l'ensemble  (§  45)  de 
ces  valeurs  admette  un  nombre  fini  de  valeurs  limites  (§  37).  Cette 
généralisation  donnerait  lieu  elle-même  à  une  généralisation  ulté- 
rieure; mais  je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ce  sujet. 

Plusieurs  des  théorèmes  démontrés  pour  les  fonctions  finies  et 
intégrables  dans  un  intervalle  donné  s'étendent  d'eux-mêmes  aux 
fonctions  qui  sont  intégrables  sans  être  finies;  je  me  contenterai  de 
faire  remarquer  que  si  les  deux  fonctions  <p  {x),  ih  (x)  sont  intégrables 
dans  l'intervalle  (a„,  a)  sans  y  être  finies,  on  ne  peut  plus  affirmer  que 
leur  produit  soit  intégrable,  comme  on  le  voit  en  prenant  par  exemple 

a,,  =  0,       a  =  1,       0  (x)  =  'b  (x)  = 

'  [/l-x 

164.  Voici  maintenant  un  autre  problème  analogue  à  celui  qui  a 
été  traité  dans  le  paragraphe  précédent. 

Soit  ç  (x)  une  fonction  de  a;  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
supérieures  à  a  et  intégrable  dans  tout  intervalle  {a,  q),  où  ^  désigne 
un    nombre    quelcoïKpic    plus    grand   que   a  :   lorsque   ^  augmente 
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indéniiiiiieiil  par  dos  valeurs  positives,  l'expression 


/: 


©  (x)  dx 


tend-elle  vers  une  limite? 

S'il  en  est  ainsi,  on  représente  cette  limite  par  le  symbole 


/: 


ç  (x)  dx. 


On  remarquera  d'abord  que,  lorsqu'on  clierche  à  répondi'e  à  cette 
question,  on  peut  remplacer  la  limite  inférieure  de  l'intéijfrale  par  tel 
nombre  que  l'on  voudra,  plus  grand  que  a;  puis,  que  la  proposiiion 
générale  du  paragraphe  78  fournit  immédiatement  la  règle  générale 
que  voici  : 

Pour  que  l'expression 


l 


ç  (x)  dx 


tende  vers  une  limite  lorsque  ^  augmente  indéfiniment  par  des 
valeurs  positives,  il  faut  et  il  suftit  que,  à  chaque  nombre  positif  a 
corresponde  un  autre  nombre  positif  A,  tel  que  les  inégalités 

;  >  A,       ^'  >  A 
entraînent  l'inégalité 

0  (a:)  dx     <;  a. 


/; 


Supposons  d'abord  que,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x,  la 
fonction  ç  (x)  conserve  le  même  signe.  On  pourra  alors,  sans  nuire 
à  la  généralité,  supposer  que  cette  fonction  soit  positive  pour  les 
valeurs  de  x  plus  grandes  que  a;  s'il  en  est  ainsi,  l'intégrale 


£ 


o  (x)  dx, 


où  ^  est  plus  grand  que  «,  augmentera  avec  ^;  ou  elle  augmentera 
indéfiniment  par  des  valeurs  positives,  ou  elle  tendra  vers  une  limit/e  ; 
pour  reconnaître  ce  qui  en  est,  on  comparera  l'intégrale  proposée  à 
une  autre  de  même  nature, 


I>^ 


dx, 
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OÙ  6  (x)  est  aussi  une  fonction  qui  reste  positive  lorsque  la  valeur 
de  X  est  supérieure  à  «;  si  l'on  a,  pour  les  valeurs  de  x  supérieures 
à  un  certain  nombre  fixe, 

et  (jue  la  seconde  intégrale  tende  vers  une  limite,  il  en  sera  de  même 
de  la  proposée  ;  si,  au  contraire,  on  a 

<?{x)^^{x) 

et  que  la  seconde  intégi-ale  augmente  indéfiniment  avec  ^,  il  en  sera 
de  même  de  la  première. 

Il  sera  souvent  commode,  pour  faire  la  comparaison,  d'étudier  le 
rapport 

9  (■*') 

si  ce  rapport  reste  compris,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures 
à  un  certain  nombre  fixe,  entre  deux  nombres  fixes  positifs  et  non 
nuls  a,  ^,  les  deux  intégrales  auront  le  même  caractère  :  toutes  deux 
augmenteront  indéfiniment  avec  leur  limite  supérieure  ç,  ou  tendront 
vers  une  limite  ;  on  sera  certainement  dans  ce  cas  si,  pour  x=  +  ce  , 
le  précédent  rapport  a  une  limite  différente  de  zéro.  Le  lecteur  recon- 
naîtra sans  peine  que,  s'il  en  est  ainsi,  et  si  les  deux  intégrales 
augmentent  indéfiniment  avec  ^,  leur  rapport  aura,  pour;  r=:  +  oc  , 

une  limite  égale  à  celle  du  rapport      ,  !•>  pour  x  =:  +  oo  .  Si   le 

(ji  [x) 

même  rapport,  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  un  certain  nombre 
fixe,  reste  plus  petit  qu'un  nombre  fixe  ^,  ce  qui  arrivera  certaine- 
ment s'il  a  pour  limite  zéro,  la  première  intégrale  tendra  vers  une 

o  (x) 
limite  si  la  seconde  tend  vers  une  limite.  Si,  enfin,  le  rapport  '   ;    ■ 

finit  par  rester  plus  grand  qu'un  nombre  positif  et  non  nul  a,  et  si 
la  seconde  intégrale  augmente  indéfiniment,  il  en  sera  de  même  de 
la  première. 

On  voit  tout  d'abord  que  l'intégrale 


X 


o  (x)  dx 


augmentera  indéfinimenl  si,  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  un 
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nombre  fixe,  la  fonction  9  (.r)  reste  plus  grande  qu'un  nuuiljro  (ixe 
P  >-  0  :  en  effet,  l'intégrale 


p  p.  dx 


[5  (;  -  ^0 


augmente  indéliniment  avec  ;;  mais  lors  même  que  l'on  aurait 
lim.5(a;)  =  0, 

on  ne   pourrait   affirmer   l'existence   d'une   limite   pour   l'intégrale 
proposée;  par  exemple,  l'intégrale 


n  dx        ., 

J 1   -^ 


croît  indéfiniment  avec  H. 

L'intégrale  la  plus  simple  qui  puisse  être  prise  pour  terme  de 
comparaison  est  la  suivante  : 

n  dx 

où  r  est  un  nombre  positif;  elle  est  égale  à 


1  —r 

si  r  est  différent  de  un,  à  log  -  si  r  est  égal  à  un  :  elle  tend  vers  une 
limite,  ou  augmente  indéfiniment  suivant  que  l'on  a 
r  <:  1 ,       ou       r  ^  1  ; 

on   pourra  donc  appliquer  les  règles  précédentes  en  comparant  la 

1 

fonction  ç  (a;)  à  la  fonction  — _• 

Considérons  par  exemple  l'intégrale 

j.  F(.c)''-"' 
où  /"  (.'').,<-'l  1'  OOI^o'it  deuxl})olyiiùmes  entiers  en  x  et  n'admettant 
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|K»iiit  (le  (livi.senr.s  coiiniiuns;  je  supjxtserai,  afin  que  la  fonction 

F{x) 

finisse  par  rester  positive,  que  les  coefficients  des  plus  hautes  puis- 
sances de  X  dans  les  deux  polynômes  soient  de  même  signe  ;  pour 
que  cette  fonction  soit  intégrable  dans  un  intervalle,  il  faut  que  le 
polynôme  F  (ce)  n'admette  pas  de  racine  dans  cet  intervalle;  pour 
que  rintégrale  proposée  ait  un  sens  quelque  grand  que  soit  le  nombre 
positif  H,  il  faut  donc  que  le  polynôme  F  (ce)  n'ait  pas  de  racine 
positive.  Si  le  degré  de  f  (x)  était  égal  ou  supérieur  à  celui  de  F  (ce), 

f(x) 
la  fonction  finirait  par  rester  supérieure  à  un  nombre  positif 

r   [x) 

fixe  et  l'intégrale  proposée  augmenterait  indéfiniment  avec  ç;  si  le 

degré  de  f  (ce)  n'était  inférieur  que  d'une  unité  à  celui  de  F  (,e),  le 

f  (^)      '1 
rapport  de  ^,  ,  .  à  -  aurait,  pour  x  inlini,  une  limite  différente  de 
\   {x)     X  ^ 

zéro  et  l'intégrale  proposée  deviendrait  inlînie  comme  log  ç;  si  enfin 
le  degré  de  f  (x)  est  inférieur  à  celui  de  F  (x)  de  deux  unités  au 

f  f  ■\       1 
moins,  on  voit  en  comparant  la  fonction  à  —  ?  que  l'intégrale 

proposée  a  une  limite  pour  ;  iniini.  Eivrésumé,  l'expression 


f. 


Y{x) 


aura  un  sens  si  le  polynôme  F  (x)  n'a  pas  de  racine  positive  ou  nulle 
et  si  le  degré  de  f  (x)  est  inférieur  de  deux  unités  au  moins  à  celui 
de  F  (ce). 

Soit  encore  l'expression 


£ 


ou 


u  a  est  un  noinbi'o  positif  quelconque;   si   l'on   compare  l'expres- 


sion X 


2.-1 


1 


e    '■  à  ~j  r  étant  un  nombre  (Quelconque  plus  grand  que 
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un,  on  sait  (§  149)  que  l'on  a 

j.p-l  p-.r 

lim . =  0  ; 

X  =  -hT.  1 

par  conséquent  l'intégrale   proposée  tend  vers   une    limite   lorsque 
^  augmente  indéfiniment  et  l'expression 


/: 


xP-i  e— -«;  dx 


a  un  sens;   il  en  est  de  même,   en  vertu  du  paragra])he  163,  de 
l'expression 


/: 


x^-^  e-'-'  d.c. 


si  p  est  un  nombre  positif;  on  démontre  que  cette  intégrale,  dite 
intégrale  exdérienne  do  seconde  espèce,  est  égale  à  V  (p)  (§  125). 

1 

Lorsque  la  comparaison  de  la  fonction  o  (x)  à  —  ne  réussit  pas,  ce 

qui  arrive  quand  le  produit  x"  9  (x)  augmente  indéfiniment  avec  x 
pour  r  ^  1  et  tend  vers  zéro  pour  r  <c  1,  on  peut  employer  d'autres 
termes  de  comparaison  (^),  dont  je  vais  dire  quelques  mots. 

Si,  en  adoptant  une  notation  déjà  expliquée  au  paragraphe  68, 
on  pose 

log-  X  =  log  log  X, 

log'  X  =  log  log  log  X, 


log'"  X  =:  log  log  ...  log  X, 
on  aura,  à  cause  de  l'identité 

log'"  X  =  log  log"'~^  X, 
et  de  la  règle  de  dérivation  relative  aux  fonctions  de  fonction, 
D,  (log'"-^:c)  1 


D,  (log™  x) 


lQg.»i-i  X  j.  jQg  j,  jpg.2  .,.  _  _  log'"-'  x' 


(1)  Abel,  Œvtrcs.,  t^  cil.,  t.  II,  p.  200. 
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on  en  conclul,  en  désignant  par  a  un  nombre  plus  grand  que  un, 
dx 


ri  dx  ,     ,„  ^ 

I     ■ —  =  log™  i 

J „  X  lotr  X  log^  X  ...  log"'-'  X 


log'"  a 


lors  donc  que  ;  augmente  indéfiniment,  le  premier  membre  augmen- 
tera aussi  indéfiniment.  Il  en  sera  de  même  de  l'inh-grale 


I  '  ç  (x)  dx 


si,  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  un  nombre  positif  fixe,  le 
rapport 

?  (■^) 
X  log  X  log^  X  ...  log"'~^  X 

reste  supérieur  à  un  nombre  positif  fixe. 
Au  contraire  l'identité 

a     ■'■  L(log'"  xf_\       ■'■  log  .'■  log-2  X  ...  log"'-i  X  (log-  a;)'  +  ^ 
où  l'on  suppose  que  a  est  un  nombre  positif,  montre  que  l'on  a 

ri  dx 1  r     1 1     '1 

j„  X  log  ^  log^  X  . . .  log—'  a-  (log'»x)'  +  -  ~â  L(log'"  a)-  ~  (log-  ^)-J' 
et  cette  égalité  prouve  que  le  second  membre  tend  vers  la  limite 
1        1 


a(log"'«)=' 
lorsque  ;  augmente  indéfiniment;  l'expression 


r 


{x)  dx 


aura  donc  un  sens  si,  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  un  certain 
nombre  fixe,  le  rapport 

lO^O 

X  log  X  log-  X  ...  log"'~^  X  (log'"  a*)'"^* 
peste  inférieur  à  un  cpitaiii  n(uni)i'e  positif  fixe. 
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L'analogie  entre  ces  règles  et  celles  qui  regardent  la  détermination 
de  la  convergence  ou  de  la  divergence  d'une  série  à  termes  positifs 
n'a  pu  manquer  de  frapper  le  lecteur.  Le  lien  qui  unit  les  deux 
questions  est  mis  on  pleine  lumière  par  la  remarque  suivante,  qui 
est  due  à  Caucliy. 

Soit  0  (.'■)  une  loiiction  de  x  ipii,  poui'  toutes  les  valeurs  de  x  supé- 
rieures à  un  certain  nombi'e  fixe  a,  soit  positive  et  décroissante  ou 
constante,  en  sorte  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  x'  (|ui  satisfont 
aux  conditions 


on  ait 
la  série 


?(..-)  ^?(x')>0; 


0(1)  +  .(2)  4-  ...  +  ?(») 


dont  les  termes  finissent  par  être  positifs  sera,  ou  non,  convergente 
suivant  que  l'intégrale 


/: 


ç  (,r)  di 


tend,  ou  non,  vers  une  limite  quand  ;  augmente  indéfiniment  par 
des  valeurs  positives. 

Soient  en  effet  p,  fy  des  nombres  entiers  positifs  plus  grands  que  a 
et  supposons  q  :>  p;  si  l'on  divise  l'intervalle  (/?,  q)  en  q  —  p  inlei^- 
valles  égaux  à  l'unité, 

{p,  p  +  1),       {p  +  l,p  +  2),  ...  {q  —  1,  q), 

les  limites  supérieures  de  la  fonction  ç  (x)  dans  ces  intervalles  seront 
respectivement 

o{p),      ç(p  +  l),  ...,      9(g-l), 

tandis  que  les  limites  inférieures  seront 

z(p  +  l),       9(iJ  +  2),  ...,       o{q). 

En  se  reportant  au  paragraphe  158  et  en  désignant  en  général 
par  s„  la  somme  des  n  premiers  tei'mes  de  la  série  proposée,   en 
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sorte  que  l'on  ait 

s,  —  s^,  =  <p  (p  +  1)  +  9  (p  +  2)  +  ...  -f-  9  ((/), 

.^,_i  —  S,,_i  r:=  ?  (p)  +  9  (/7  +  1)  -+-   ...   +  5  {q  —  1), 

on  voit  que  l'on  aura 

(1)  Sç  —  Sp-^       9  (.»)  dac  <  s^_i  —  s,,_,. 

Supposons  que  la  série  proposée  soit  convernenle,  et  soit  S  sa 
somme;  si,  p  restant  fixe,  q  augmente  indéfiniment,  l'intégrale 


/: 


9  (ûc)  dx 


reste  toujours  inférieure  à  s,j_i  —  Sp_i  et  par  suite  à  S  —  Sp_i  :  donc 
puisqu'elle  augmente  avec  q,  elle  tend  vers  une  limite;  il  en  est  de 
même  de  l'intégrale 


I     9  (x)  dx 


quand  c,  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives. 

Réciproquement,  si  cette  dernière  intégrale  a  une  limite  L,  l'intt' 
grale 

pi 

G  (x)  dx 


i: 


restera,  lorsque  q  augmentera  indéfiniment,  inféi-ieure  au  nombre 
L— j    o{x)dx; 

il  en  sera  de  même,  à  cause  de  l'inégalité  (1)  de  la  quantité  s^  —  s^, 
ce  qui  suffit  à  prouver  la  convergence  de  la  série  proposée. 
On  a  dans  tous  les  cas 

(2)  0  <£'  9  {x)  dx-  (.5,  -  s,)  <  9  (p)  -  9  (g)  ; 

cette  inégalité  donne  lieu,  aux  remarques  suivantes  : 

Si  la  série  est  convergente,  en  sorte  que  l'on  ait  certainement 

lim.9  (q)  =  0, 

Tanneuy.  —  Théorie.  21 
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on  voit,  en  désignant  par  R^  le  reste  de  la  série  limitée  au  p' 
terme  s  (p)  et  en  faisant  croître  q  indéfiniment,  que  l'on  a 

0<J^^    9(a0dx-R^<v(p); 
ainsi,  en  prenant  pour  le  reste  R^  de  la  série  la  valeur 
?  {x)  dx, 


X 


on  commettra  une  erreur  au   plus  égale   au   dernier  terme   con- 
servé o  (p). 

Supposons  maintenant  que  la  série  soit  divergente,  mais  que  s  (,(■) 
n'augmente  pas  indéfiniment  avec  x;  on  déduit  des  inégalités  (2)  les 
suivantes  : 

(3)  a^  iij)  <  4>  (g)  <  o  {p)  -  V  {q)  +  4>  ip), 

en  représentant  en  général  par  <!)  (n)  la  quantité 

■j  (x)  dx  —  s,„ 


/: 


où  ?i  est  un  nombre  entier  positif,  plus  grand  que  a.  Ces  inégalités 
montrent  que  la  fonction  <1j  (n)  augmente  avec  n  et  qu'elle  n'aug- 
mente pas  indéfiniment;  elle  tend  donc,  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment par  des  valeurs  entières  et  positives,  vers  une  limite. 
Par  exemple,  l'égalité 

dx 

=  log  x, 


i: 


1    -t; 
jointe  aux  remarques  précédentes,  montre  que  la  quantité 

F  (n)  =  1  +  -  +  -  4-  ...  -i log  n 

^   ^  2        3  n 

tend  vers   une  limite  lor.sque  n  augmente  indéfiniment;  les  inéga- 
lités (1)  montrent  que  log  n  est  compris  entre 

1  1                   1 
1 (-  ...  H 

2  3  n 

et 

1  1 
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la  quantité  F  (n)  est  donc  positive,  plus  petite  que  un,  elle  tend  vers 
sa  limite  en  décroissant.  Cette  limite  est  la  constante  d'Euler  (§  104). 
Enfin  les  propositions  que  l'on  vient  de  démontrer  montrent  que 
la  série  dont  on  obtient  les  termes  en  faisant  x  =  2,  3,  4,  ...  dans 
l'expression 

1 


X  log  X  loi^-^  X  ...  log""'  X  (log"  xy-^^ 

est  convergente  si  a  est  positif,  divergente  si  y.  est  nul  ou  négatif  (^^  G8j. 
Si,  dans  l'intégrale 


/: 


{x)  d. 


la  fonction  9  (x)  ne  garde  point  un  signe  constant  pour  les  valeurs 
de  X  supérieures  à  un  nombre  fixe,  les  méthodes  précédentes  ne 
peuvent  s'appliquer;  c'est  ce  qui  arrivera  par  exemple  si  l'on  suppose 

ç  {x)  r=z  sin  x}       ou       9  (x)  —  cos  x-  ; 

on  montrera  toutefois,  dans  le  paragraphe  suivant,  que  les  intégrales 


I      sin  x^  c/x,        i 
J  0  J  0 


:^  d. 


ont  un  sens;  ces  intégrales  jouent  un  rôle  important  en  physique 
mathématique  et  dans  la  théorie  des  nombres. 

Au  lieu  de  supposer  que,  dans  une  intégrale,  la  limite  supérieure 
augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives,  on  peut  supposer 
que  la  limite  inférieure  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs 
négatives;  si  la  valeur  de  l'intégrale 

r  ii,^)àx 

J  -ri 

tend  vers  une    limite   lorsque  r,  augmente    indéfiniment    par    des 
valeurs  positives,  on  représentera  cette  limite  par  le  symbole 


/: 


9  (x)  dx. 
Enfin  si  lorsque  les  nombres  r,  et  ;  augmentent  indéfiniment  par 
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des  valeurs  positives,  indépendamment  Tun  de  l'autre,  l'expression 

I       o  (x)  dx 

tend  vers  une  limite,  on  représente  cette  limite  par  le  symbole 

I        o  (x)  dx. 

Pour  que  ce  symbole  ait  un  sens,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 
symboles 

I        9  (x)  dXy       I         o  (x)  dx, 

où  a  est  un  nombre  quelconque,   aient  aussi  une  signification;  la 
somme  de  leurs  valeurs  est  alors  é^rale  à 


,'4-x 

I         -,  {x)  dx. 


En  appliquant  les  métbodes  précédentes,  on  trouvera  par  exemple 
que  l'expression 

/        e-^'  dx 

a  un  sens.  On  démontre  que  cette  quantité  est  égale  à  \/z. 
Il  ne  faudrait  pas  conclure  de  ce  que  l'expression 


o  (x)  dx 


tend  vers  une  limite  lorsque  ;  augmente  indéfiniment  pai'  des  valeurs 
positives,  que  le  symbole 


I         9  (x)  dx 


a  un  sens.  On  a  par  exemple,  en  désignant  par  ^,  r,  des  nombres 
positifs, 

T—r-.  =  log  1  /  ^  +  ^  . 
Cotte  quantité  ne  tend  vers  aucune  limite  lorsque  ç,  et  r,  augmentent 
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indéfiniment  et  indépendamment  par  des  valeurs  positives;  elle  est 
au  contraire  toujours  nulle  si  l'on  suppose  •/;  =  ;. 

165.  Bien  que  je  n'aie  pas  l'intention  d'exposer  les  divers  procédés 
qui  servent  à  la  détermination  des  intégrales  définies  ou  indéfinies, 
j'établirai  une  proposition  fondamentale  sur  laquelle  reposent  presque 
tous  ces  procédés. 

Considérons  l'intégrale 


=  i      9  (x)  dx; 

%J    «0 


je  suppose  que  dans  l'intervalle  (A„,  A)  la  fonction  9  (x)  soit  continue 
et  que  les  nombres  «„,  a  appartiennent  à  cet  intervalle.  Soit  mainte- 
nant f  (y)  une  fonction  de  la  variable  y  admettant,  dans  l'intervalle 
(^01  b)  (0  "'^s  dérivée  continue  f  (7),  telle  que  l'on  ait 

telle  enfin  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  y  appartenant  à  l'inter- 
valle (60,  6),  on  ait 

A,^f{y)^A, 

on  aura,  en  désignant  par  -^  (y)  la  fonction  de  y  que  l'on  obtient  en 
remplaçant  x  par  f  (y)  dans  ç  (x), 


=  f\iu)f'  iy)dy. 


Soit  en  effet,  en  désignant  par  y  une  valeur  quelconque  appar- 
tenant à  l'intervalle  (h^,  b), 


W{y)  =  Ç\{y)r  {y)dy, 
J  60 


la  fonction  U"  (jy)  admettra  dans  l'intervalle  (b^,  b)  une  dérivée  W'  (y) 
égale  à  '^  (y)  f  {y)  puisque  cette  dernière  fonction  est  continue  (§  157). 
Soit  de  même,  en  supposant  que  x  appartienne  ù  l'intervalle  («„,  a), 


<ï>(x)=|     o{x)dx; 


{')  Ou  (*,  Sf)  si  l'on  avail  5  <  5,  :  ceci  sera  sous-entendu  dans  ce  qui  suit. 
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kl  fonction  ^  (x)  admettra,  dans  l'intervalle  («<„  a),  une  dérivée  par 
rapport  à  x  égale  à  ç  (x),  à  cause  de  la  continuité  de  cette  dernière 
fonclion.  Si  maintenant  dans  $  (œ),  on  remplace  x  par  f  {y),  on 
obtiendra  une  fonction  it\  {y)  de  la  variable  y  définie  dans  cet 
intervalle  et  y  admettant  (§  133)  une  dérivée  égale  à  tj;  (y)  f  (y); 
dans  l'intervalle  (&o,  b),  les  deux  fonctions  W  (y)  et  Wi  (y)  ont  des 
déiivées  égales,  elles  ne  peuvent  donc  différer  que  par  une  constante, 
et  cette  constante  est  nulle  puisque  l'on  a,  pour  //  =  h^, 

W  iK)  =  0,       'i\  iK)  =  ^  (a„)  =  0. 

Les  deux  fondions  W  (y)  et  ^\  (//)  sont  donc  égales  pour  toutes 
les  valeurs  de  .'/  appartenant  à  l'intervalle  (b^,  b),  en  particulier 
pour  y  =  6  ;  on  a  donc 

W  {h)  =  W,  (h)  =,  tl>  (a), 

c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  démonstration  suppose  essentiellement  que  l'intervalle  (&„,  b) 
ne  se  réduit  pas  à  zéro;  elle  repose  en  effet  sur  la  considération  des 
dérivées  des  fonctions  W  (^),  H^\  (y)  dans  cet  intervalle;  le  cas  où 
l'on  aurait  b^^=  b  doit  donc  être  formellement  exclu,  à  moins  que 
l'on  n'ait  aussi  a^  =  a,  auquel  cas  les  deux  intégrales  seraient 
nulles.  Il  convient  de  remarquer  que,  lorsque  y  varie  de  b^  à  b, 
fonction  f  (y)  qui  peut  d'ailleurs  être  tantôt  croissante,  tantôt  décrois- 
sante, doit  prendre,  à  cause  de  la  continuité,  toutes  les  valeurs  qui 
appartiennent  à  l'intervalle  (a^,  a);  il  est  aisé  de  voir  comment,  si 
elle  en  prend  d'autres,  sa  variation  en  dehors  de  cet  intervalle  n'influe 
pas  sur  la  valeui-  finale  de  l'intégrale 


J   bo 


'Hy)f'  {y)dy 


dont  on  pourrait  alors  resserrer  les  limites  ;  supposons,  par  exemple, 
que  l'on  ait  b^  -<b  et  que  la  fonction  f  {tj)  décroisse  de  a^  à  a 
lorsque  b  augmente  de  b^  à  3,  puis  qu'elle  croisse  de  a  à  a^  quand  b 
augmente  de  [i  à  b^;  on  suppose  d'ailleurs  a  ^  A^,  afin  d'être  dans 
les  conditions  où  la  méthode  est  sûrement  applicable;  on  aura  alors, 
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en  veiiii  do  ce  qui  vient  d'être  démontré, 

/     à  {y)  f  {y)  dy  =  l     9  (x)  dx, 

J  h,  J  a, 

j  °  ^  (y)  f  (y)  dy  =  \    ?  (x)  dx, 

et  par  conséquent 

r"'Hi/)r(y)^!/  =  o, 
f\{y)r  {y)dy  =  f"  'Hy)f'  {y)dy. 


La  proposition  resterait  vraie  si,  pour  un  certain  nombre  limité  de 
valeurs  de  y  appartenant  à  l'intervalle  (&(,,  b),  la  dérivée  f  (y)  cessait 
d'exister  et  devenait  infinie  aux  environs  de  ces  valeurs  :  il  suffira, 
pour  le  prouver,  de  supposer  que  cette  circonstance  se  présente  pour 
la  limite  supérieure  h,  et  seulement  pour  cette  valeur;  on  aura  alors, 
en  désignant  par  b'  un  nombre  quelconque  compris  entre  h^  et  h  et 
par  a'  le  nombre  f{b'), 

r  ^{x)dx=f\{y)f'  (y)  du; 

mais  si  on  fait  tendre  h'  vers  h  par  des  valeurs  croissantes,  a'  tendra 
vers  a,  à  cause  de  la  continuité  de  la  fonction  f{y)  et,  par  conséquent, 
le  premier  membre  de  l'égalité  précédente  aura  pour  limite 


/: 


9  (as)  dx: 


le  second  membre  tendra  aussi  vers  cette  limite;  et  la  limite  du 
second  membre  doit  être,  en  vertu  des  conventions  adoptées  dans  le 
paragraphe  162,  représentée  par 


r  ■>  {y)  r  {y)  dy, 


quand  même  f  (y)  n'aurait  pas  de  sens  pour  y  =r=b. 

Au  lieu  de  prendre  pour  point  de  départ  le  théorème  relatif  aux 
dérivées  des  fonctions  de  fonction,  on  peut,  pour  justifier  la  règle  qui 
fait  Tobjet  de  ce  paragraphe,  partir  de  la  définition  même  de  l'inté- 
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;;Talo  définie;  on  arrive  ainsi  à  des  conditions  différentes,  encore 
suffisantes  pour  l'application  de  cette  règle  et  moins  restrictives  sous 
certains  rapports.  Je  me  contenterai  de  faire,  dans  ce  sens,  les 
remarques  qui  suivent. 

Si  la  fonction  9  (x)  est  finie  et  intégrable  dans  l'intei'valle  (a^,  a); 
si  la  fonction  f{y)  est  continue  et  croissante  (i)  dans  l'intervalle  {h^,  h); 
si,  dans  ce  même  intervalle,  elle  admet  une  dérivée  finie/"'  {y);  si 
l'on  a 

si  enfin,  la  fonction  <b  (y)  f  (y),  où  à  (y)  désigne  toujours  ce  que 
devient  -.  (x)  quand  on  y  remplace  x  par  f{y),  est  intégrable  dans 
l'intervalle  (feo,  b),  on  a 

£ ',  {x)  cLc  =£  à  {y)  r  (y)  dy: 

en  efiet,  à  chaque  nombre  positif  e  correspond  un  nombre  positif  r, 
tel  que,  sous  les  conditions 

^o  =  y  =  y'  =  ^^     y'  —  i/  <  -i 

on  ait 

Ceci  posé,  soit  (60,  bj,  ...,  &„_i,  if?)  un  mode  de  décomposition  de 
l'intervalle  (6^,  h)  en  intervalles  partiels  ayant  tous  une  étendue 
moindre  que  r,  ;  si  l'on  pose 


et,  de  plus,  les  intervalles  partiels  qui  constituent  le  mode  de  décom- 
position («0,  f/j,  ...,  «„_i,  a)  de  l'intervalle  («(,,  a)  auront  tous  des 
étendues  moindres  que  s. 

Soient  encore  [i^,  [ij,  ...,  '^,,-1  des  nombres  respectivement  compris 


(')  Ou  poucrail  aussi  bien  la  -upposer  décroissante:  il  faudrait  alors,  dans  ce  qui 
suit,  changer  l'ordre  des  limites  a»,  a  ou  ô„,  ô;  pour  la  commodité  du  langage,  je 
supposerai  ici  do  <  a,     ba  <  5. 
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entre  b^  et  h^,  h^  et  b,,  ...,  fe„_i  et  b  tels  que  l'on  ait  (§  136), 

a,  -  a„  =  (b,  -  b,)  r  (^„), 
a,  -a,=  {b,  -  b,)  r  (^0, 


soient  enfin 

les  nombres  ao,  «i,  ...,  a„_i  appartiendront  respectivement  aux 
intervalles  (a,,,  aj,  (a^  a,),  ...,  (a„_i,  a)  et  les  deux  sommes 
égales 

(«1  —  ('o)  V  (y-o)  +  •••  +  («  —  ««-i)  ?  (a„_i), 
(^  -  ^^o)  à  (Po)  r  (i3o)  +...+.(&-  6„-0  6  (ii„_,)  f  (^„-0, 
seront  des  valeurs  approchées  des  intégrales 

r  o{x)dx,       f\{y)f'  {U)dy; 

J  a„  J  K 

il  faut  donc  que  ces  intégrales  soient  égales,  car  on  peut  supposer  e 
et  r,  assez  petits  pour  que  les  différences  respectives  entre  les  inté- 
grales définies  et  les  sommes  précédentes  soient  inférieures  à  tel 
nombre  qu'on  voudra. 

Il  faut  remarquer  que  la  continuité  des  fonctions  o  (.x),  f  (j/)  n'est 
pas  supposée. 

Le  même  mode  de  raisonnement  montré  que,  si  ^)  et  q  sont  des 
nombres  fixes,  la  substitution  x  =  j^y  -h  q  est  toujours  légitime,  en 
sorte  qu'on  peut  assurément  écrire 

/'ph  +  g  /»  6 

^^{x)dx=j     'P<^{py  -h  q)dy, 
pbo  +  q  tJ  ho 

pourvu  qu'on  sache  que  l'un  des  membres  de  cette  égalité  a 
un  sens. 

Voici  maintenant  quelques  exemples.  Soit  l'intégrale 

dx 


£ 


(x  —  ay  +  b* 
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on  posera 

X  =  a  -h  by; 

P  —  Cl 

aux  valeurs  p  et  ^  de  la  variable  x  correspondront  les  valeurs  - — ^ — -  : 
— - — -  de  la  variable  y,  et  l'on  aura 


r^  dx  _  1  r^      dy 

J^  (jc  —  ay  +  6*  ~"  hj^__a  1  +  y' 

b 

ir       ,$  —  a  p  —  a~\ 

le   symbole  arc  tg  désigne  toujours,    suivant   nos   conventions,    un 

nombre  compris  entre  —  ^  et  +  ;^  :  si  l'on  suppose  que  ^  augmente 

indéfiniment  par  des  valeurs  positives  et  p  par  des  valeurs  négatives, 
la  quantité  entre  crochets  tendra  vers  t:  si  h  est  positif,  vers  —  7;  si 
h  est  négatif,  en  sorte  que  l'on  aura 


£ 


dx 


{x  —  «)- 


en  choisissant  le  signe  de  manière  que  le  résultat  soit  positif. 
Soit  encore  l'intégrale 


i: 


dx 


a  sin'  x  -h  b  cos'  x 


où  a  et  b  sont  des  nombres  positifs;  on  est  amené  naturelle- 
ment, afin  de  rendre  rationnelle  la  quantité  à  intégrer,  à  Mre  la 
substitution 

.7;  =  arc  tg  y; 

la  fonction  arc  tg  y,  toujoui^s  comprise  entre  —  ^  ^t  +  '^■>  est  conti- 
nue et  admet,  dans  tout  intervalle,  une  dérivée  par  rapport  à  y,  à 

1  T.  T.  . 

savoir ^-  Si  ^  est  compris  entre  —  0  et  +  -5  la  fonction  arc  tg  y 

1  4-  y  2         2 

prendra  les  valeurs  zéro  et  |  pour  y  z=:  {)  el  y  =  Ig  ç,  en  sorte  que 
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l'on  aura 

ri        dx        _r'^^    ^y 

J  0  a  sin'  X  +  b  cos^  x     J  o      «î/^  +  ^' 
le  second  membre,  comme  on  le  voit  en  posant 


est  égal  à 


mais  il  en  est  tout  autrement  si  ^  n'est  pas  compris  entre  —  ^  et  +  -  : 

il  ne  peut  y  avoir  de  valeur  r^  attribuée  à  >j  telle  que  l'on  ait 

^  =  arc  tg  •/;, 

en  sorte  que  la  méthode  n'est  pas  applicable.  On  poui-rait,  à  la  vérité, 
penser  que  l'impossibilité  tient  à  la  restriction  imposée  à  la  fonc- 

7Ï  X 

tion  arc  tg  ;/  d'être  comprise  entre  —  ô  ®^  +  ô'  '^^''"'^  ^'  ^^'®"  ^^^ 
rien  ;  en  efîet,  toute  fonction  f  {y),  continue  dans  un  intervalle  donné, 
qui  mise  à  la  place  de  x  dans  l'équation 

y  =  tg  X, 

vérifie  cette  équation  pour  toutes  les  valeurs  de  y  qui  appartiennent 
à  l'intervalle  considéré,  est  de  la  forme  nx  +  arc  tg  y,  n  étant  un 
nombre  entier  arbitraire,  mais  fixe,  et  arc  tg  y  étant  compris  entre 

—  -  et  +  ^-;  pour  que  cette  foiiction  puisse  être  substituée  à  x  dans 

l'intégrale,  il  faut  qu'il  existe  deux  nombres  &o,  h  tels  que  l'on  ait 

UTi  +  arc  tg  Iq  =  0,       nr.  ■+-  arc  tg  b  =  ;, 
d'où 

6,  z=0,       h  =  tgc; 

l'égalité  bQ  =  0  entraîne  n  =  0,  et  l'égalité  arc  tg  &  =  ^  est  impos- 
sible lorsque  ;  n'est  pas  compj'is  entre  —  ^  *^t  +  ^" 
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Il  n'en  est  pas  moins  facile  de  calculer,  quel  que  soit  ;,  la  valeur  de 
l'intég-rale 


/';  dx 

0  a  sin*  X  + 


h  cos-  X 
Supposons  en  effet  ç  compris  entre  ^  et  ::;  l'intégrale  cherchée  est 


2 
égale  à 

rî  dx  n 

j  0    a  sin*  X  -+-  h  cos*  x     J  H  a  sin- 

la  première  partie  est  la  limite  de 


X  +  0  cos   X 


dx  1 

= arc  ts 


iVi-) 


J  0   Cl  sin'  X  +  b  cos-  x       y  ^^  ^ 
lorsque  x  tend  vers  ^^  par  des  valeurs  croissantes,  c'est  à  dire  qu'elle 
est  égale  à  — ^;  la  seconde  partie,  si  l'on  y  fait  la  substitution 

X  =  ^  +  s,  devient 

en  remarquant  que  tg  ;  est  un  nombre  négatif,  on  voit  (§  98)  que 
l'on  a 


arc  t 


.[v4,(,-:)].-.„„(V'|±) 

Ml. 4 


=r  -  +  arc  U 


on  a  donc  dans  ce  cas 


/  '  — r-; ^^T T-  =  — ^  H =  arc  tg  (  l/  r  t^  -  ); 

Jo   a  sm-  X  +  h  cos-  x        ^/^^        ^^j,  \\    h         J 

lorsque  z  est  un  peu  plus  grand  que  ^  ?  la  valeur  de  arc  tg(  1/  7-*?^  ) 
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est  voisine  de  —  ;r  et  la  valeur  de  l'intégrale  est  voisine  de j 

résultat  conforme  à  ce  qui  précède;  pour  ^  =  tc,  on  a 


r"  ax  _     T.    ^ 

J  0    't  sin^  X  -+-  b  cos^  x        \/^' 

si  ^  était  compris  entre  x  e'  '2x,  on  partirait  de  l'identité 

n  dx  _  p  dx 

J  0  a  sin^  x  -+-  b  cos^  x      J  o    ci  sin^  x  +  b  cos"  x 


7t  a  sin'  X 


la  première  partie  du  second  membre  est  égale  à     ''     ;  le  calcul  de 

Krtfo 
la  seconde  partie,  par  la  substitution  x  ^=  r.  +  z,  se  ramènerait  au 
calcul  de  l'intét-rale 


J  »         «  sni- 


b  cos^ 


que  l'on  sait  eflectuer;  enfin  si  ^  était  négatif,  on  n'aurait  qu'à  faire 
la  substitution  ^  =  —  z. 

Considérons  encore,  en  supposant 

(1)  y  =  x"  +  2px  +  q, 

l'intégrale 

9  {y)  dx; 


/: 


je  suppose  que  o  (if)  soit  une  fonction  continue  de  la  variable  y  dans 
l'intervalle  (p,  [i')  ou  ([i',  ^),  en  posant,  pour  abréger, 

(i  =z  7.-  -h  2pa  +  r/,        [î'  —  a"^  +  2py.'  +  c^. 

Si  l'on  veut  substituer  dans  cette  intégrale,  à  la  place  de  a-,  une 
ionction  de  y  qui  vérifie  l'équation  (1),  il  faut  d'abord  définir  cette 
fonction;  on  tire  de  l'équatitm  (1) 


=:  —  p  ±  K/7-  —  q  -\-  y  ; 
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si,  dans  le  second  membre,  on  rétablit  x-  +  'ipx  -i-  q  à  la  place 
de  y,  il  devient 

—  p±  \/{x  +  py. 

Le  radical,  auquel  je  supposerai  qu'on  donne  toujours  le  sens  arith- 
métique, est  égal  à  ±.-{x  -H  p),  en  choisissant  le  signe  qui  donne  un 
résultat  positif;  d'un  autre  côté,  si  l'on  veut  que  le  second  nKMnbre 
se  réduise  à  x,  il  est  nécessaire  de  prendre  le  signe  +. 

Ceci   posé,    il   convient   de   distinguer   plusieurs    cas;    supposons 
d'abord  que  l'on  ait 

7.  -<  7,'  -<  —  p; 

pour  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  a'),  x"  +  p 
est  négatif;  si  l'on  pose 

(2)  X  =  —p-  Vp-  —  q-\-  il, 

le  second  membre  se  réduira  donc  effectivement  à  x  quand  on  y 
remplacera  y  par  x'  +  ^pcc  +  g,  en  supposant  que  x  appartienne 
à  l'intervalle  (a,  a');  en  particulier,  il  se  réduira  à  a  pour  //  =  (i, 
à  a'  pour  y  =  ^J ;  la  forme  même  de  l'équation  (2)  montie  que  x  va 
en  diminuant  quand  y  augmente;  on  a  donc  p'  <;  ^j  et  lorsque 
y  diminue  de  ^  à  ^',  aj  augmente  de  a  à  a';  on  a  d'ailleurs 

dx  —  1 


cl  y      2  Vp""  --q  +  y 

toutes  les  conditions  requises  pour  appliquer  la  méthode  sont  vérifiées 
et  l'on  a 


/•=''  ,    ,  1   rp'        o  (y)  d 

I      o{x'-h2px  +  q)dx=--  ■  "^^^ 


(y)dv  _. 

V 


la  même  conclusion  subsisterait  si  l'on  avait 

x'  -<  a  <:  —  p. 

Au  contraire  si  les  deux  nombres  a,  a'  étaient  plus  grands  que  — p, 
l'intégrale  proposée  serait  égale  à 

?  (2/)  ày 


+ 


1   p'        9 


Vf-  —  q  +  y 
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Mais  les  choses  se  passeraient  d'une  façon  toute  difiërente,  si  l'on 
avait 


remarquons   d'abord   que   pour  ./;  =:  —  jj  on  a  y 
posé,  .si  l'on  fait 


x=z  —  p 


Vi^  -  q 


le  second  membre  se  réduit  bien  à  x  quand -on  y  remplace  //  par 
à'-  +  pj-  +  '/  et  que  X  appartient  à  l'intervalle  (a,  —  p);  le  second 
membre,  ici  encore,  décroit  quand  y  croît;  puisqu'il  est  égal  à  x 
pour  y  :=  g,  il  faut  que  l'on  ait 

et  que,  lorsque  y  diminue  de  ^  à  q  —  p-,  x  augmente  de  a  à  —  p 
mais  il  faut  prendre 


X  =  —  jj  +  yp-  —  q  +  y 

pour  que  le  second  membre  se  réduise  à  x  quand  on  y  remplace  y 
par  ./•-  -+-  2px  -+-  q  et  que  x  appartient  à  l'intervalle  ( — p,  a'); 
pui.sque  le  second  membre  croît  avec  ^,  on  a  ^'  >»  g  —  jj^  et  lors- 
que y  croît  de  q  —  p-  à  ^' ,  ac  croît  de  p  à  a' .  Pour  obtenir  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  a',  il  faut  donc  employer  deux 
substitutions  différentes  et  faire  varier  y  de  ^  kq  —  p*  et  de  g  —  p^ 
à  ^'.  La  discussion  détaillée  qui  précède  montre  bien  comment  on 
devra  s'y  prendre  ;  on  partira  de  l'identité 

r  o  (y)  dx = r" .  (?/)  dx  +  r .  cv)  dx- 

J   X  J   CL  J   — i> 

on  transformera  la  première  intégrale  du  second  membre  par  la 
substitution 


./•  —  —  p  —  Vp-  —  q   h  y, 
la  deuxième  par  la  substitution 

x  =  —p  +  Vp-"  —  q  +  y: 
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on  aura  ainsi 

V  (.'/)f^// 


J  —P  ^J  g  —  p^ 


Vp 

et  par  conséquent 


/: 


-^  {.(■}  +  2px  +  q)  dx 


^  1   r?  oiy)dy       _^  1  p^'  o{y)dy 


On  sera  certainement  dans  le  cas  qui  vient  d'être  examiné  si  y.,  x 
sont  les  racines  du  trinôme  x^  -i-  ^px  +  q,  puisque  les  racines 
comprennent  certainement  entre  elles  leur  demi-somme  —  /)  ;  on 
aura  alors 

,3  =  Ti'  =0,       g  —  ^3*  <  0 
et 

r  o  (il)  dy 

,  {X^-  +  %px  +  q)dx=  -      •    -^^      ^         • 

J  i-P-  y  p^  —  g  +  // 


/: 


Les  exemples  qui  précèdent  avaient  pour  but  de  montrer  les 
principales  précautions  à  prendre  dans  l'application  de  la  méthode 
de  substitution;  j'ajouterai  la  remarque  suivante,  qui  fera  voir,  en 
particulier,  comment  les  problèmes  traités  dans  les  paragraphes  16'2 
et  164  n'en  font  qu'un  seul,  au  moins  dans  le  cas  on  l'on  a  affaire  à 
des  fonctions  continues. 

Étant  donnés  les  quatre  nombres  a,  a^,  h,  h^,  si  l'on  considère  la 
fonction 

'f-y  +  V' 

a?  =  -, ,  ' 


où  A,  y.,  a',  ;j.'  sont  des  nombres  arbitraires,  tels  cependant  que 


/.  y  +  y. 

;x' 
a' 

ne  soit  pas  compris  entre  h^  et  b,  on  sait  que  lorsque  y  varie  de  b^  à  b, 

X  varie,  toujours  dans  le  même  sens,  de 

A^o  -f-  \j.      ,       Ab  +  [J. 
a'  ?'n  +  \J.'     '     a'  b  4-  :j," 
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on  pourra  disposer  des  constantes  X,  \}.  de  façon  que  ces  quantités  se 
réduisent  à  a^^^a;  si  donc  y  (ce)  est  une  fonction  continue  dans  l'inter- 
valle («0,  ff),  on  pourra  remplacer  l'intégrale 


par  une  autre  intégrale  dont  les  limites  seront  b„  et  b;  on  peut  de  la 
même  façon,  si  l'intégrale  proposée  a  une  limite  inférieure  finie  u^ 
et  une  limite  supérieure  infinie,  la  ramener  à  une  intégrale  dont  les 
deux  limites  soient  finies.  Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


X 


'î 
o  (x)  dx 


où  a„  et  ^  sont  positifs,  où  ç  devra  grandir  indéfiniment,  et  où  o  {x) 
est  une  fonction  continue  de  x  dans  l'intervalle  («g,  S)  quelque  grand 
que  soit  ^;  on  aura,  en  faisant  la  substitution 


et  en  posant 


lorsque  ç  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives,  T^  tend 
vers  h  par  des  valeurs  croissantes;  si  dans  ces  conditions  le  second 
membre  a  une  limite,  l'intégi-ale 

/      ?  {x)  dx 

aura  un  sens;  c'est  ce  qui  aura  lieu  en  particulier  si  la  fonction 

tend  vers  une  limite;  si  cette  fonction  devient  infinie  aux  environs 
de  y  =  6,  on  pourra  appliquer  les  règles  du  paragraphe  162.  Inver- 
sement on  peut  ramenei-  l'étude  du  cas  où  l'on  a  à  faire  tendre  la 
Tannery.  —  Théorie.  22 
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limite  supérieure  d'une  intégrale  vers  un  certain  nombre,  à  l'étude 
du  cas  où  la  limite  supérieure  augmente  indéfiniment;  les  critériums 
logarithmiques,  dont  l'emploi  n'a  été  expliqué  que  dans  le  second  cas, 
pourront  ainsi  être  utilisés  dans  le  premier. 

Il  ne  me  reste  plus,  avant  d'abandonner  ce  sujet,  qu'à  traiter  un 
exemple  annoncé  au  paragraphe  précédent. 

Soit 


=  i  '  sin  X-  d: 


il  s'agit   (\o    montrer   que,    lorsque   le    nombre    positif  ç  augmente 
indéfiniment,  l;i  (jii;uitité  J  tend  vers  une  limite.  La  fonction  sin  .<;* 

reste    positive   quand  x  varie   de  V'^lnr.  à  vi^ln  -h  1)-,  négative 

quand  x  vaiie  de  Vi^n  +  l)z  à  K(2n  +  2)-::;  on  peut  donc  poser 

.T  =  I/o  —  u^  -f-  u,_  —  ...  ±  Uj,^  u',., 
en  l'aisant 

u..„  z=j     sin  ./■'  dx, 

/^\    (2n4-2)7C 

u.,,n.,  =  —  I  sin  X-  dx; 

l'indice  p  est  égal  à  la  partie  entière  de  —  ;  le  dernier  terme  rp  h',,  est 
égal  à 

I    _  sin  .ir  d.r. 

Kii  laisiiiil  (liins  les  deux  termes  îf,„,  n-,„  +  i  les  substitutions  respectives 


.r  =  l/2??z  +  y.       X  =  1/(2 H  -t-  1)  -  +  vy, 

tldiivc  s.ilis  |iciiif' 

l    r,'     sin  //  dij 

_  1    r>'  sin  y  dy  ^ 

2jo     K(2n  +  1)  ::  -+-  y 
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en  posant 

^  —  k'(2n  +  1)  X  ~  |/2^, 

j3'  =  1/(2 î?  +  2)  X  —  \/{2n  +  1)  ::; 

ini  voit  de  suite  rjiK»  l'on  a 


Les  deux  quantités  u^^,  Uo^+i  sont  positives  el   l;i  secoiuie  est  plus 
petite  que  la  première;  en  efïet  on  a 


rp     sin  //  du     _  r?'     sin  y  dy  rii     sin  // 

J^    1/2 nx  +  y      *^  «     K2n-  +  y      J i^'  [/Ïiit^ 


dy 

+  /y 

le  second  terme  du  second  membre  est  positif;  d'ailleurs  on  a 
rp'     sin  y  dy  TP'  sin  y  dy 

-'»     V^nr.  +  y      Jo     1/(2 n  +  I)  x  +  // 
'  puisque  l'on  a,  pour  les  valeurs  de  .;/  comprises  entre  0  et  tt, 
sin  y  sin  y 

]/2n%  +  y        [/{2n  +  1)7:"^^^/  ' 
on  voit  de  la  même  laçon  que  l'on  a 

u-.„^i  <:  ((•.,«4.,.,       ("le. 

Les  termes  u^,,,  ti,.,,.*-!  tendent  vers  zéi'o  quand  n  aui^menle  indéfi- 
niment; dans  l'intervalle  (0,  [i),  en  eflet,  on  a 

sin  ;/  1 


[/2nr.  +  y        y2nr. 
et  par  suile 


'2^       2V2n 


Mo»  < 

2|/2 

enfin  on  voit  de  môme  que  le  dernier  lei'me  u],  est  plus  petit  que  a^ 
et  par  conséquent  décroit  indéfiniment  ([uand  ;,  et  par  suite  p, 
augmentent  indédniment.  Dans  ces  condilions  J  a  pniir  limite  la 
soinuK}  de  l;i  séiic  convergenle  (§  G9) 

"a  —    "l    +    ".  •••    +    H-'u  —  ... 
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On  déuiuiitie  d'ailleurs  que  l'on  a 

I      sin  x^  dx  =:  l      cos  x'  dx  =  ^  1/  - • 

166.  Soif  l'(x,  y)  une  fonction  des  deux  variables  x,  ]j  définie  et 
Unie  [)our  l'ensemble  des  valeurs  qui  satisfont  aux  conditions 

(1)  a.^x^a,       h.^ii^b, 

«^,  a,  bg,  b  étant  des  nombres  donnés.  Si,  lorsque  l'on  attribue  à  (/ 
une  valeur  fixe  appartenant  à  l'intervalle  (t^,  b),  la  fonction  f{x,  y), 
regardée  comme  une  fonction  de  x,  est  intégrable  dans  l'intervalle 
(«„,  a),  et  cela,  quelle  que  soit  la  valeur  choisie  pour  y,  l'intégrale 


/: 


f{x,y)dx 


déliniia,  dans  Tinlervalle  (6^,  b),  une  fonction  de  y  :  désignons  cette 
fonction  par  -v  (y)  ;  on  peut  se  demander  si  elle  est  continue  et  si  elle 
admet  une  dérivée  dans  l'intervalle  (b^,  b). 

Soient  y',  y'  deux  valeurs  appartenant  à  cet  intervalle,  on  aura 

(2)  9  (>/)  -  s  (//')  =  [^"  \f(x,  y")  -  f  {x,  y')]  dx. 

Regardons  pour  un  nionient  ;/'  comme  donné;  si  à  chaque  nombre 
positif;  correspond  un  nombre  positif  r,  tel  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X,  y"  qui  vérilient  les  inégalités 

...^  ^    a.^x^a,       b,^y"^b, 

on  ail 

(4)  I  fÇr^  >.n  —  f('^^  y')  1  <^. 

la  fonction  -j  {y)  sera  continue  pour  y  =  y';  on  aura  en  effet,  pour 
toutes  les  valeurs  de  y"  qui  vérilient  les  inégalités  (3), 

I  ?  0/") —  ?  (.'/')  I  ^e(«  — aj, 

le  nombre  arbitraire  s  pouvant  être  remplacé  par  - — - — •>  la  fonction 
est  continue  pour  y  =  y'  (^  76). 
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Si  à  cluiqiie  )ioi(i])re  positif  e  correspond  un  nombre  positif  -q  tel 
que  l'inéiralité  (4)  soit  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  ij\  y", 
({iii  vérifient  les  inégalités 

«0  ^  X-  ^  «,       ho  ^  ;/'  ^  &,       \^  il"  ^  h, 

1  y'  —  y'  I  <  ■';, 

la  fonction  o  (y)  sera  (§  75)  continue  dans  l'intervalle  (fa„,  6).  11  en 
sera  ainsi  certainement  si  la  fonction  des  deux  variables  x,  y  est 
continue  dans  le  champ  (E)  défini  par  les  inégalités  (1),  c'est  à  dire 
si  (§  139)  à  chaque  nombre  positif  a  correspond  un  nomlire  positif  ^j 
tel  (}ue  l'on  ait 

\fU,fi)-fÇ/,y'  I    ^y. 

sous  les  conditions 

rtg  ^  X  ^  a,  Uq  ^  x'  ^  «, 

K^U^  h,  h,  ^  y'  ^  6, 

1  X  -  X'  I  <  ^,     I  //  -  //'  I  <  p. 

Si,  en  particulier,  la  fonction  f{x,  y)  admet  une  dérivée  f'y  (x,  y) 
par  rapport  à  y,  pour  chaque  système  de  valeurs  x,  y  appartenant 
au  champ  (E),  et  si  cette  dérivée  reste  toujours  inférieure  à  un 
certain  nombre  positif  M,  on  aura,  quelles  que  soient  les  valeur.^  .r, 
y\  y"  appartenant  au  champ  (E), 

|/'(,r,/)-/XA//')|<M|  //"-//'  I; 

dans  ce  cas  la  continuité  de  la  fonction  »  (y)  est  manifeste. 

Cette  continuité  étant  supposée,  ainsi  que  l'existence  de  la  déri^ée 
f'y  {x,  y),  on  a,  en  supposant  toujours  que  (/',  y"  appartiennent  à 
l'intervalle  (6^,  h), 

.'/  —  ,'/  .'«,         y  —y 

Ilegardons  dans  celte  égalité  //'  comme  tixp  et  faisons  tendre  f/" 
vers  y' ,  \â  quantité 

A^%  y")  —  f{x,  y') 

V 1 ' 

y  —  y 

où  la  seule  vaiiablc  est  y",  tendra  vers  la  limite  f'y  {x,  y'),  en  dési- 
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•inniil  par  ce  symbole  ce  que  devient  fi,  {x,  y)  quand  on  y  remplace  y 
\ydi  //';  ou  ne  peut  en  conclure  que  le  second  membre  ait  pour  limite 


I     fù  (^*%  !/')  d. 


ni  même  que  ce  symbole  ait  un  sens;  mais  cette  conclusion  deviendra 
légitime,  si  la  fonction  de  x,  fy  i^''-,  >./)■>  est  intégrable  dans  Tinter- 
valle  («5,  a)  et  si,  en  outre,  à  chaque  nombre  positif  e  correspond  un 
nombre  r,  tel  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant 
à  l'intervalle  («(,,  «), 

SOUS  les  seules  conditions 

(T)  ' 

{  >/  ^y',     I  u'  —  ,'/'  i  <•';. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  la  valeur  absolue  de  la  quantité 
r  {y")  —  9  iu') 


y  -  y 


-j     fùÇ^,U')dx, 
ou 

sera  pour  toutes  les  valeurs  de  y*  qui  vérifient  les  inégalités  (7)  plus 
petite  que  {a  —  «^t. 

On  sera   certainement   dans  ce   cas   si   la   fonction  fy  {x,  y)  est 
continue  dans  le  cliamp  (E);  on  a,  en  effet  (§  136), 

en  désignant  par  y'"  un  nombre  compris  entre  y'  et  y' \  l'inégalité  (6) 
équivaut  donc  à  la  suivante  : 

I  /".'  (p,y"')  —  fl  {^,  !/')  I  <^; 

si  à  chaque  nombre  positif  i  coi'iespond  un  nombie  positif  r/  tel  que 
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celle  iiiéi^alité  .soil  vériliée  .sous  les  seules  cmiditioiis 
tto  ^  X  ^  o,       ^0  —  y"  <  ''^ 

et  c'est  ce  qui  aui\i  certainement  lieu  quand  la  l'onction  /',  (x,  y)  des 
deux  variables  x,  y  sera  continue  dans  le  champ  (E),  il  est  clair  que 
l'on  poiH-ra  satisfaire  aux  inégalités  (6)  .sous  les  conditions  (7)  et  que 
l'emploi  de  la  formule 

''  =  /      D,[f(;r,l/)jc/.r 


\iX  Çj-{x,u)d.^=r  v>„ 


sera  légitime  pour  toutes  les  valeurs  (!<>  //  (pii  appartiennent  à  l'inler- 
valle  (/>„,  //). 


CHAPITRE  VII 


SUR  QUELQUES  DEVELOPPEMENTS  EN  SERIE. 


167.   Reprenons  la  formule,  établie  au  paragraphe  146, 


...S 


f  {X  +  h)  =  f  (x)  +  ^  f  Çr)  H-  j^  r  (,v)  +  ... 

\    ^  1.2  ...{n—ï)'  '^       1.2... (n  — 1)2/     V^'-i-">"^ 

9  est  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un,  n  et  p  sont  des  nombres 
entiers  positifs.  Cette  formule  sera  légitime  si  la  fonction  /"(x),  dans 
un  intervalle  auquel  appartiennent  les  nombres  x,  x  +  h,  est  con- 
tinue, admet  des  dérivées  continues  jusqu'à  l'ordre  n  —  i,  et  une 
dérivée  îi'^™*"  qui  soit  finie. 

Supposons  que  ces  conditions  soient  vérifiées  quelque  grand  que 
soit  n,  et  que,  en  outre,  pour  les  valeurs  considérées  de  x  et  /(,  le 
teime  complémentaire 

(l_6)"-i'/t"     ^      , 

r2...(,;-.)p^""^-'^^"> 

ait  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment;  alors  la  série 
indéfinie 

n^)  +  ^r (■«)  + 1^ n^)  +  -  +  ^  ^  ^'"^  _  ^^ p-'h^o  +  - 

sera  convergente  et  aura  pour  somme  /  (x  +  /t),  puisque  la  somme 
de  ses  n  premiers  termes  diffère  de  f{x  +  /;)  d'une  quantité  qui  a 
|ioni'  limite  zéro  (juand  n  augmente  indéfiniment;  on  pourra  donc 
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écrire  alors 

(2)  f  {X  +  /,)  =  /■  (..)  +  ^  ^'  (x)  +  i^  f  (x)  +  ... 

C'est  l;i  formule  qui  s'est  présentée,  d'un  autre  point  de  vue,  au 
paragraphe  112  :  elle  permetti'a  de  développer  la  fonction  f{x-\-  h) 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  /i,  si  les  conditions 
pour  qu'elle  soit  applicable  sont  réalisées;  à  la  vérité,  il  est  souvent 
difficile  de  reconnaître  qu'il  en  est  ainsi  lorsqu'on  part  d'une  fonction 
donnée  f{x);  l'expression  générale  de  la  dérivée  n'*"""  de  cette  fonc- 
tion peut  être  fort  compliquée,  et  il  devient  alors  fort  malaisé  de 
reconnaître  si  le  terme  complémentaire  tend  vers  zéro  quand  n 
augmente  indéfiniment. 

Quand  on  a  affaire  à  une  fonction  f  (x)  dont  on  sait  que  f  {x  +  h) 
est  développable  en  une  série  qui  procède  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  h  et  pour  laquelle  on  sait  effectuer  le  déve- 
loppement, la  formule  (2)  permet,  en  s'appuyant  sur  ce  que  ce 
développement  ne  peut  s'effectuer  que  d'une  seule  façon  (§  109),  de 
trouver  la  forme  de  la  n'^""'  dérivée  f-"^  (x)  de  f{x);  je  me  contenterai 
de  citer  les  exemples  suivants. 

Soit 

f{x)  =  e-^\ 

on  reconnaîtra  de  suite,  en  se  reportant  aux  paragraphes  111  et  112, 
que  l'expression 

est  développable  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  /i,  le  second  facteur  du  second  membre  est 
égal  à 

h  (2x  +  /()       h^  (2x  +  /()- 

\         "^        172"  ^^  "~  ■■■ 


(-  1)' 


1.2  ...2> 


on  obtiendra  le  coefiicient  de  /<"  en  développant  les  tenues  de  cette 
série  par  la  formule  du  binôme  et  réunissant  ensemble  les  termes 
en  /«.";  les  seuls  ternies  qui  fourniront  des  termes  en  h"  sont  ceux 
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pour  lesquels  on  a 

effectuant  ce  développement,  et  égalant  à  f'"'^  (j-)  le  coefficient  de  h" 
multiplié  par  1.2  ...  n  e-""',  on  trouvera  pour  la  valeur  de  D^"'  c~'\ 


{-l)"e-^-^(2xy' 


n  (n  —  1)  . 


la  quantité  entre  crochets  e.st  un  polynôme  de  degré  /*  dont  le  dernier 

,  ,   .      ,  p  .  .       n  —  1         .        n      . 

ferme  s  obtiendra  en  faisant  ^  =  — - —  ou  t  =  -y  suivant  que  /;  sera 

impair  ou  pair. 
Soit  encore 


1  +  ./•' 

on  montre  par  induction  que  /■'"  (.'■)  est  de  la  forme 
P., 


(1  +  x'-)'-' 

P„  étant  un  polynôme  entier  en  x  du  degré  n  ;  d'ailleurs  /  (.c  +  h) 
est  développable  en  série  procédant  suivant  les  puissances  entières 

de  /(,  sous  les  conditions 

on  a  alors 

1  1  —  2x    /i  P„  /»" 


l  +  (x  +  ]t)-      l+x-^(l+:c=)n  {l-hx^Y-^n.2...n 

en  multipliant  les  deux  nombres  par  1  +  v"-  +  '■l.cli  +  h-  et  égalant 
à  zéro  le  coefficient  de  /*"  dans  le  second  membre,  on  trouve  la 
relation 

P,.  +  2nx  P„„,  +  n  (n  —  1.)  (1  +  x-)  P„_.,  =  0: 

cette  relation  jointe  à  celles-ci, 

P„  =  1,       P,  =  —  2.-. 
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permettra,  puisqu'elle  doit  être  vérifiée  identiquement,  quel  que 
soitx,  de  calculer  .successivement  P,,  P3,  ...,  P„;  d'autres  méthodes 
fournissent  l'expression  générale  des  polynômes  P„,  à  savoir 

P„  n  +  l     „,        ('i  +  1)  n  (n  —  1)    „    , 


(—  ])"1.2...n  1  1.2.3 

mais  la  relation  précédemment  obtenue  met  en  évidence  la  propriété 
qu'ont  les  polynômes  P„  de  former  une  suite  de  Sturm. 

168.  La  formule  (1)  du  paragraphe  précédent,   lorsqu'on  y  rem- 
place X  par  zéro  et  h  par  x  prend  la  forme  suivante  : 

f{x)  =  f{o)  +  fr{o)-i-^r{o)^... 

^  l.2...{n-l)'  ^^^  l.2...(n~l)p'      ^     ^ 

Elle  suppose  que  la  n'^"""  dérivée  /'<^"'  {x)  de  la  fonction  /'  (ce)  existe  et 
est  finie  dans  l'intervalle  (0,  x)  ou  {x,  0).  On  lui  donne  habituelle- 
ment le  nom  de  formule  de  Maclaurin.  Elle  donne  lieu  aux  mêmes 
observations  que  la  formule  dite  de  Taylor,  d'où  elle  a  été  déduite. 
Si  elle  est  applicable  quelque  grand  que  soit  n  et  si  le  terme  complé- 
mentaire 

1.2  ...(h -!)/>'      ^^-^^ 
lend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  la  série  indéfinie 

fm  + 1  rc)  +  ^f  (0)  + ...  +  ,,^'X-i)  ^"""  ^"^  "^  - 

sera  convergente  et  aura  pour  somme  f{x);  si  l'on  arrive  à  recon- 
naître que  ces  conditions  sont  réalisées,  on  pourra  donc  développer 
la  fonction  f{x)  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x  par 
la  formule 

(2)  /•  {x)  =  f  (0)  -^  ^  /"  (0)  +  ^-  /^'  (0)  +  . . .  ; 
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Tel  sera  le  cas  si  l'expression  f'-'"^  (ce),  pour  les  valeurs  de  la  variable 
comprises  entre  zéro  et  a,  reste,  quel  que  soit  l'entier  positif  n, 
inférieure  en  valeur  absolue  à  un  certain  nombre  positif  M;  la 
formule  sera  alors  applicable  pour  les  valeurs  de  x  comprises  eiiti'e 
zéro  et  «;  en  effet,  on  voit,  en  supposant  p  =  n,  et  en  désipiant 
par  A  la  valeur  absolue  de  a,  que  le  terme  complémentaire  est,  en 
valeur  alisolue,  inférieur  à 

A'M 
Ï72  ...  n' 

or  cette  expression  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment, 
puisque  la  série  dont  le  (a  -f  Iji^^n.e  terme  est 


1.2  ...  n 

est  convergente,  quel  que  soit  A. 

Cette  circonstance  se  présente  pour  les  fonctions  e"",  sin  x,  cos  x  : 
l'application  de  la  formule  ("2)  à  ces  fonctions  fournira  des  résultats 
obtenus  antérieurement,  à  savoir  les  séries  mêmes  qui  ont  servi  de 
définition  à  ces  fonctions. 

La  formule  s'applique  encore  sans  difficulté  aux  fonctions  (1  4-  as)"', 
log  (1  4-  ce)  ;  on  a  ainsi  un  nouveau  moyen  d'étaljlir  les  développe- 
ments en  série,  obtenus  dans  les  paragraphes  102,  403;  pour  que 
cette  nouvelle  démonstration  ne  constitue  pas  un  cercle  vicieux,  il 
faut,  bien  entendu,  supposer  qu'on  soit  parvenu  aux  dérivées  de  ces 
fonctions  sans  se  servir  de  leurs  développements  en  série. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  fait  d'abord 

/■(,-)  =  (l  +  uO"', 
on  aura 

/'"  (x)  =  m  (m  —  1)  ...  (m  —  n  +  1)  (1  +  x)""\ 

et  le  terme  complémentaire  de  la  formule  (4),  en  y  faisant  successi- 
vement j3  z=  n,  p  =  1,  prendra  les  deux  formes 


w  (m,  —  1)  ...  {m  —  n  +  1) 


1.2  ...  (n  —  1) 


X"  (l  +  bxf 


\i  +  ex/ 
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La  première  forme  «.onvieiit  quand  x  est  positif,  la  seconde  quand 

X  est  négatif.  Soient  en  effet  M  un  noml)re  positif  égal  ou  supérieur  à 

la  valeur  absolue  de  m,  et  a  un  nombre  positif  plus  petit  que  un, 

La  série  dont  le  terme  général  est 

_M  (M  +  1)  ...  (M  +  n—  1)    „ 
'  "  "~  ïT2T..~n  — 1  ^ 

est  convergente  (§  66)  :  A„  tend  donc  vers  zéro  quand  n  augmente 
iDdéfiniment;  d'ailleurs  si  x  est  positif,  (1  +  6^)'"~"  est  plus  petit 
que  un  dès  que  l'on  a  n  >-  m;  le  terme  complémentaire,  pris  sous 

la  première  forme,  est  donc,  .si  l'on  suppose  x  <:  a,  inférieur  à  — ';  il 

n 

a  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment.  Si  x  est  négatif, 

la  quantité 


\1  -+-  6rr/ 


est  plus  petite  que  un,  et  le  terme  complémentaire,  pris  sous  la 
seconde  forme,  et  si  l'on  suppose  —  a;  <:  o,  est,  en  valeur  absolue, 

moindre  que 

A„  (1  +  ay'~\ 

il  a  encore  zéro  pour  limite  quand  n  augmente  indéfiniment;  si  donc 
on  suppose  x  inférieur  en  valeur  absolue  à  a,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  un,  la  formule  ('2)  est  applicable  à  la  fonction  (1  +  x)'"  et 
l'on  peut  écrire,  en  remplaçant  /"(O),  f  (0),  /""  (0)  ...  par  1,  ni, 
m  {ni  —  1),  ..., 

.  ,        m  m  (m  —  1  )     , 

(1  -H  .,,)•-  =  1  +  _^_  ^  ^.  _  St2~""  •  ^"  ■■• 

Les  raisonnements  qui  précèdent  s'appliquent  à  la  fonction  log(i  +  a:)  ; 
le  terme  complémentaire  se  déduit  en  effet  de  celui  qu'on  vient  d'étu- 
dier en  remp'.içant  m  par  —  1,  et  v  par  n  —  1;  on  aura  donc, 
pourvu  que  x  soit  inférieur  à  un  en  valeur  absolue, 

,.,,aH-.,.^  =  ^--|-H'^-... 

('onsidérons  encore  la  fonction 

y  =  arc  tg  x  ; 
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1 

on  a  donné  plus  haut  l'expression  de  la  dérivée  /i'"-™'^  de -^  c'est 

X  i  -h  cc^ 

à  dire  de  la  dérivée  {n  +  1)'*™'^  de  arc  tgar;  on  en  tirera  immédia- 
tement les  valeurs  des  dérivées  successives  pour  r  =  0  et  l'expression 
du  terme  complémentaire;  mais  on  obtiendra  une  expression  de  ce 
terme  qui  se  prête  mieux  au  calcul,  en  partant  d'une  autre  forme  de 
la  dérivée  n'^"^^  de  arc  tg  x;  en  désignant  par  y' ,  y\  ...,  ;/"",  ...  les 
dérivées  successives  de  cette  fonction;  on  a  tout  d'abord 

//'  z=  cos^  //; 

en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  pai"  rapjiort  à  .,\  on  a 
ensuite 

II"  =  —  2  cos  )/  sin  ij  y'  =  —  sin  2//  cos"  vy, 
puis 

y'"  =  —  2  cos  y  (cos  2y  cos  y  —  sin  2  y  sin  y)  y'  =:  —  2  cos  3  y  cos'  y, 

de  même 

//"■  =  2.3  sin  4?/  cos''  //; 

ces  formules  peuvent  s'écrire 

//'  :zz  sin  (v  +  ^j  COS  .V, 

y"  rrr  sin  2  (y  ■+-  ^)  cos-  //, 

y'"  =  2  sin  ^yiJ  +  ^]  fos'  */, 

yi^rr:2.3sin4h/  +  ^jtOS'v/; 

elles  conduisent  à  poser 

yw  =  1 .2  ...  (n  —  1)  sin  n  (y  +  f  j  cos"  //, 

formule  que  l'on  vérifie  immédiatement  en  en  déduisant 

,,^(«+u  __  1^2  ...  n  sin  (n  +  1)(//  +  ^  J  cos"^'  //. 

On   observera  d'abord  que,   pour  .c  =:  U,  //  est  nul   et  que,  par 
conséquent,  la  dérivée  •n'^'"^  se  réduit  à 

1.2  ...  Cn  —  1)  sin  n  ^% 


ciiAP.  vi[.  —  sni  Qi:Ki,(,>ri;s  r)i':vKiX)i'i'KMEN'is  kn  skiuk.     i?."")! 
(inaiitité  qui  est  nulle  si  n  est  pair,  égale  à 

(_l)V'i_2...(n-l), 

si  n  est  impair. 

Quant  au  terme  complémentaire,  si  l'on  fait  p  =r  1  dans  l'expression 
générale,  on  obtient  pour  sa  valeur 


^'"  ''  {''  ^  t) 


cos   y 


en  désignant  par  $  =  0.i'  une  valeur  comprise  entre  zéro  et  x.  Soit  a 
un  nombre  positif  plus  petit  que  un,  on  voit  que  si  la  valeur  absolue 
de  X  est  moindre  que  a,  la  valeur  absolue  du  terme  complémentaire 

sera  moindre  que  — ;  par  conséquent,   si  x  est  en  valeur  absolue 

moindre  que  a,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  moindre  que  un,  la 
formule  (2)  sera  applicable  à  la  fonction  arc  tg  x,  et,  si  l'on  tient 
compte  des  valeurs  que  prennent,  pour  x  =  0,  les  dérivées  successives 
de  cette  fonction,  on  pourra  écrire 

.y.  ,-j.3  j.li  -p'J   «4-1 

arct,.,-  =  ---  +  -g  +  ...+(-irg^^^H-...; 

le  second  membre  est  une  série  convergente  poiu*  x  =  ±  1  ;  c'est 
donc  (§  107)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  ( —  i,  +  1);  il 
en  est  de  même  de  arc  tg  x,  en  sort^  que  l'égalité  précédente  subsiste 
pour  X  =  ±  i  :  on  a  donc  l'égalité  suivante,  due  à  Leibniz. 

-4-    ...   +   (—  1)" 


4        13        5  ^        '    2n 

La  série 

X        x^        x' 
1-3+^-- 


ne  peut  d'aillcni's  être  convergente  poui'  des  valeurs  de  ,c  plus  grandes 
que  un  en  valeur  ;djsolue,  puisqu'elle  n'e.st  pas  ab.«;olument  conver- 
gente pour  X  =  1  :  ce  n'est  donc  cei'tainement  que  pour  les  valeurs 
de  r([ui  apparliennenl  à  rinlervalle  ( — I,  -H  1)  que  le  développemeni 
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de  arc  Ig  x  est  valable.   L'expression   donnée  plus  liaul   pour  y  se 

prêterait  mal  au  calcul  des  valeurs  approchées  de  ce  nombre,  à  cause 
du  peu  de  convergence  de  la  série  ;  mais  on  peut  déduire  du  dévelop- 
pement de  arc  ty  x  des  séries  très  convergentes  qui  permettront  de 
calculer  t: avec  telle  approximation  que  l'on  voudra;  je  mécontenterai 
de  citer  l'identité,  bien  facile  à  vérifier, 

1  i 

qui,  lorsqu'on  remplace  arc  tg  -  et  arc  tg  —  par  leurs  développe- 
ments en  série,  fournit,  pour  le  calcul  de  y  une  série  très  convergente. 

On  a,  pour  prouver  la  légitimité  de  la  formule  (2)  appliquée  à  la 
fonction  arc  tg  x,  utilisé  une  forme  spéciale  de  la  dérivée  n'^"'"  de 
cette  fonction  ;  on  pourrait  encore,  au  moyen  d'artifices  particuliers  (•), 
prouver  qu'elle  est  applicable  à  la  fonction  arc  sin  x  ;  mais  le  déve- 
loppement de  cette  fonction,  comme  d'ailleurs  ceux  de  arc  tg  x  et 
de  log  (1  +  X'),  s'obtiendra  bien  plus  facilement  en  suivant  une 
méthode  qui  sera  exposée  dans  le  paragraphe  170. 

169.  A  la  formule  de  Taylor  se  rattache  une  formule  importante, 
dite  habituellement  formule  sommatoire  de  Maclaurin,  bien  qu'elle 
soit  due  à  Euler,  qui  en  a  d'ailleurs  tiré  grand  parti  (-). 

Soit  f  (x)  une  fonction  dont  je. supposerai  qu'elle  admette,  dans  un 
intervalle  auquel  appartiennent  les  valeurs  a;,  x  +  h  de  la  variable, 
des  dérivées  finies  et  continues  f  (x),  f  (x),  ...  d'un  ordre  au  moins 


(1)  \o\r  le  Recueil  compJrmentaire  d'exercices  sur  le  calcul  infinitésimal,  de  M.  Tisse- 
rand, p.  45. 

(2)  Instituiîones  calculi  differentialis,  cliap.  V.  L'altriLuliou  de  ceUe  formule  à  Euler 
est  due  à  M.  Euestroai;  vuir  dans  le  t.  V  des  Acta  Mathematica,  p.  2,  la  réimpression  du 
mémoire  de  M.  Malmsten  :  Sur  la  formule 

hv\.  =  Aî«,.  —  2  ^^''r  "T     ]    9   ^'" "■  ~  '■■ 

Ce  mémoire  a  paru  pour  la  première  fois  dans  le  Journal  de  Crelle,  l.  XXXV  (1847). 
L'analysa  qu'où  trouvera  dans  le  texte  ue  diffère  de  relie  de  M.  Malmsten  que  par  des 
simplifications  de  forme.  On  trouvera  dans  le  mémoire  plusieurs  fois  cité  de  M.  Dar- 
boux  sur  les  développements  en  série  des  fonctions  dîme  variable  une  autre  dcraonstralion 
de  la  formule  d'Euler  déduite  d'une  formule  citée  au  ])ara2raphc  158. 
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égal  à  l'ordre  de  celles  qui  figureront  dans  les  Ibrinules  qui  vont 
suivre;  posons  pour  abréger 

on  pourra  écrire 

1 ••••-; 

\h''-'l p" - •>  (.t)  =  Y  f^P^  {x)  +  /t^'+ 'pp- > 

en   posant,    suivant  qu'on   adopte  une  forme  ou  l'autre  du  terme 
complémentaire  du  reste  île  la  formule  de  Taylor, 


"       1,2  ...  (p  — i  +  l) 
ou 

P'  =  1.2...(p-,)X'  ('  -  ')'-■  ^'*'  (^  +  "')  "'■' 

dans  ces  formules  i  doit  prendre  les  valeurs  0,  d,  2,  ...,  2^  —  1  ;  dans 
la  première  'Ei  désigne  un  nombre  dont  on  sait  seulement  qu'il  est 
compris  entre  a;  et  ic  +  h.  Il  est  clair  que,  entre  les  équations  (1), 
on  peut  éliminer  les  quantités 

h^rix),    h^rix),...,    h^^r^^ix); 

il  suffit  pour  cela  de  les  ajouter  membre  à  membre  après  les  avoir 
multipliées  par  des  nombres  A^,  Aj,  ...,  A^_i  qui  vérifient  les 
équations 

/  A^rrrl, 

1.2  1 

(2)  ^      Al    _^  .^L  +  'h  ^  0, 

^  ^  1     1.2.3        1.2  "^    1 


\    1.2... p      1.2...(p-l)  I 

Tan.neuy.  —  Th(Ofie. 


+  :V  =  0. 
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Ces  équations  per-metlrout  de  (léleiiuiiiei-  successivement  les  coeffi- 
cients Ao,  A,,  A^,,  ...  et  donneiuiil 

A.=  l,       A.=— ;>      A.  =  f,.      A.  =  0,... 

Alin  de  les  résoudre  en  général,  on  !einai<{uera  d'abnid  que  si 
l'on  remplace  jj  par  un  nombre  plus  ^rand,  les  j^  premières  équations 
restent  toujours  les  mêmes.  Imaginons  qu'à  la  suite  des  équations  (1) 
on  ait  écrit  les  équations  qu'on  déduirait  de  la  dernière  en  rempla- 
çant p  par  p  ■+  ■],  p  +  2,  ...;  multiplions  toutes  ces  équations  par  z, 
z-,  ...,  z^',  ...  et  ajoutons  en  réunissant  les  termes  placés  sur  une 
même  verticale;  cette  opération  serait  légitime  si  l'on  était  assuré  de 
la  convergence  absolue  de  lu  série  à  double  entrée  dont  le  terme 
général  est 


Ay  =  0,1,2,  ...,p    \ 
\p=l,2,S,...,œ) 


1.2. ..{p-q) 
quoi  qu'il  en  soit,  on  trouve  ainsi 

{e'  —  1)  (Ao  +  Al"  +  A,c^  +  ...  +  ApZ"  +  ...)  =  z; 
d'où 
(3)  — ^j  =A,  +  A^;  +  A,i'-  +  ...  +  A,:"  +  ...; 

en  sorle  qu'on  est  amené  à  penser  que  les  nombres  cherchés  A^,  A^, 
A,,  ...,  A„  no  sont  aulres  que  les  p  -h  i  premiers  coefficients  du 
développement  de  la  fonction 


e=—  1 

suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z,  développement  dont 
on  a  établi  la  légitimité  au  paragraphe  117;  on  s'assure  qu'il  en  est 
bien  ainsi  en  constatant  que,  si  l'on  l'egarde  pour  un  moment,  dans 
l'équation  (3),  les  quantités  A^,  A^,  A^,  ...  comme  des  coefficients 
indéterminés,  si  l'on  multiplie  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion par 

C'  —  1  r=  -  -h    — 1 "^ h    ..., 

i        1.2        1.2.3  ' 


(_;iiAP.  vu.  —  sui;  quelques  develui'I'Kmk.xis  k.\  skiue.  ,),jo 
ol  si,  eiiliii,  ou  écrit  que  le  pioduil  est  iileutiquemeut  éyal  à  z,  ou 
retrouve  les  équaiious  (2),  pour  délerminer  les  coellicieuts  A;  on  a 
d'ailleurs  (§  117),  pour  \  z  \  <:  2-, 


\    r=—  1  2  1.2  1.2.3.4 

(B) 

f  -  ("  h" 


1.2  ...  2n 


en  désignanl  par  P.j,  I!^,,  ...,  B„,  ...  les  noinlti'cs  de  Bornnulli;  ii  laul 
dune  que  Ton  ait 

■         A.  =  l,       A,  =  --^      A,=  ii,      A.  =  0 

^"  =  -<-""nâè2Tï'      A=,,.,  =  0.      .:«=I,2,3,...). 

Si  donc,  dans  les  équations  (1),  on  suppose  _p  =:  '•In  et  (ju'on  les 
ajoute  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  A^,  Aj,  A,,  ..., 
As,,-!,  on  aura 

hf  (,r)  =  ^f{x)  -  ~  If  (X)  +  ^  Af  (x) 

1.2.3A^'     V^i+---+V      ')    i.2...(2h-2)     '  ^^^ 

C'est,  abstraction  faite  du  reste  Ro,,^,  et  de  quelques  changements 
,  dans  les  notations,  la  formule  d'Eulei'. 

— ^ — — -  est  vme  fonction  linéaire,  à  coefficients  numériques,   des 

quantités  p^,  p^,  ...,  p-.n-2-  Si  Ton  adopte,  pour  ces  diverses 
quantités,  la  forme  où  figure  une  intégrale  définie,  on  poui'i-a 
écrire 
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en  posant 

2n  (2n  —  l)  ^ 
-  (-  1)"-'  — V2 "-'  ^    ~  '^ 

Dan?  cette  formule,  en  avant  des  vioml)res  de  Bernoulli  tiiiurent 
les  coefficients  binomiaux,  pris  de  deux  eu  deux,  et  relatifs  à  la 
puissance  'in'^""".  Avant  de  transfoiiner  l'expression  de  ll,„  +  i,  je 
ferai  de  la  formule  (-4)  une  application  qui  nous  conduira  à  des 
résultats  importants  en  eux-mêmes  et  indispensables  pour  cette 
transfoumation. 

Si  l'on  suppose  que,  dans  la  formule  (i),  /(-c)  soit  un  polynôme  de 
degré  inférieur  à  2n  +  1,  le  reste  disparaîtra  de  lui-même;  par 
exemple,  en  faisant 

f(œ)  =  ix-ry'-^\      h  =  h 
on  aura 

'  („  +  i)(^_i)«^^«.._(,^_iy.^._^i[,."_u_i)"] 

I   _       (n+l)n(n -!)(.- 2;     ^3  _        _  ^ 

\  '  1.2.3.4  ^  V  .       J 

Le  dernier  terme  contient  [x  —  {x  —  1)]  si  n  est  pair  et 
[a:-  —  {x  —  1)-]  si  n  est  impair.  Si  l'on  désigne  par  p  un  nombre 
entier  positif,  que  l'on  remplace  dans  l'équation  (6)  x  successive- 
ment par  i,  %  ...,  p  et  que  l'on  ajoute,  on  aura,  après  avoir  divisé 
par  >i  -F  1, 


=  ;7^r r  2^' 


'  1"  +  2"  +  ...  -^  (p  -  1)' 

^       1.2       ^  -  1.2.3.4  ^  J 

Le  second  membre  de  celte  formule,  quand  on  y  replace  l'indé- 
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terminée  x  au  lieu  de  l'entier  p,  est  ce  .que  l'on  appelle  un  polynôme 
de  Bernoidli,  je  le  désignerai  dans  ce  qui  suit  par  cp„(a;);  si  l'on 
tient  compte  de  la  remarque  précédemment  faite  à  propos  du  dernier 
terme  de  la  formule  (B),  on  voit  qu'il  convient  d'écrire 

(2n  +  l)2n(2n-l)(2n-2) 
~^^'  1:2:3  A  ^  ^•■• 

_  (_  ly  B.  (^^^+  l)2n...(2n-2i  +  2)  _^.,_,,^j  _^  ___ 


(8)  ( 


^   2H(2n— l)(2?i  -  2)  (2n  — 3)    „      . 

—  B, ^ — — ,<;-"~^  +  . 

1.2.3.4 

,.       2n  (2;i  —  1)  ...  (2u  —  2i  +  1)    ,_.,. 


1.2  ...2i 

Les  formules  (6)  et  (8)  mettent  en  évidence  les  relations  sui- 
vantes : 

(9)  ,,„(^)  +  v.»(-^0         =-x^\ 

En  changeant  dans  la  première  de  ces  équations  n  en  2n,  x  en 
1  —  -1-  et  ajoutant,  membre  à  membre,  à  la  seconde  équation,  on 
trouve 

(10)  '.,„{x)+  ■,,„{l—x)  =  0; 
on  obtient  de  même 

(10"-)  02„_,  (x)  —  o,„_,  {l-x)  =  0. 

Ces  relations   montrent  que  5,,,  (x)  est  une  fonction  imiiaire  de 
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X  —  -1  et  par  conséquent  s'annule  pour  .r  =z  -  ;  au  contraire  Ç2„_i  (x) 

est  une  fonction  paire  de  x  —  -• 

Les  formules  (8)  montrent  que  tous  les  polynômes  ç„  (x)  sont  nuls 
pour  X  =  0;  la  première  des  formules  (9)  montre  ensuite  qu'ils  sont 
tous  nuls  pour  x  =  i. 

Enfin,  si  dans  les  équations  (8)  on  prend  les  dérivées  des  deux 
membres,  on  trouve  de  suite  les  relations 

.,..  i    ?^n  (x)   =2hv.«-i(x)-(-1)"B„, 

l    .i,^,(xj=(2n  +  1)  .,„(.(■), 

qui  vont  permettre  d'établir  la  proposition  suivante  : 

Le  polynôme  o,,,  (x),  nul    pour  x  =z  0,  x  z=  --,  x  =  1,  garde  le 

même  signe  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  zéro  et  -•>  cbange 

<le  signe  pour  .<■  =  -■>  et  garde  un  signe  constant  pour  les  valeurs 

do  X  comprises  enli'e  ^^  et  nu.  Le  polynôme  :^-,„  +  i  (.c),  nul  pourx-  =  0 

et  X  =  1,  garde  un  signe  constant  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  ces  deux  nombres. 

Ce  théorème  se  vérifie  sans  peine  pour  les  petites  valeurs  de  n; 
admettons  qu'il  soit  vrai  pour  les  polynômes  Ç2„_i  (x),  ç,,,  (x),  et 
démontrons  c{u'il  subsiste  pour  les  polynômes  so^  +  i  (x),  Y2»+i  (•'')• 

Si  le  polynôme  v2»4-i  (-'')  s'annulait  pour  une  valeur  a  de  ,'■,  autre 

que  zéro  et  un,  apparlenant  à  l'un  des  inicrvalles  (0,     J^  ( -'  11-  au 

premier  par  exonq)le,  sa  dérivée  -Jjn+i  (•'•)  s'annulerait  pour  un 
nombre  compris  entre  zéro  et  a,  distinct  de  ces  limites;  il  en  serait 
de  même,  en  vertu  de  la  deuxième  égalité  (M)  du  polynôme  s,,,  (x), 
ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse;  il  résidie  de  la  même  égaillé  que 
la  fonction  o^n+i  {x)  varie  toujours  dans  le  même  sens  quand  x  croit 

de  0  à  -5  et  dans  un  sens  contraire  quand  x  croît  de  -  à  un  :  la 

fonction 

{'2n  -h  2)  Vi,.4-i  (x)  -+-  (—  ly  B„4., 
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peut  donc  s'annuler  seulement  une  fois  dans  l'intervalle  yK  ,^]  et 
seulement  une  fois  dans  l'intervalle  (o'  i);  i'  ^n  est  de  même  de  la 

fonction  oo„+2  C'O  q'^ii  lui  est  égale,  en  vertu  de  la  première  éga- 
lité  (11).  Or  si  la  fonction  02,,+,  (*")  s'annulait  pour  une  valeur  [3 

1  1 

de  .1^  autre  que  zéro,  -?  un,  comprise  par  exemple  entre  zéro  et  -5 

la  dérivée  y^,;  4- s  devrait  s'annuler  pour  un  nombre  compris  entre  zéro 

1 

et  (3,  et  pour  un  nombre  compris  entre  ^  et  -?  ce  qu'on  vient  de 

démontrer  être  impossible.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  dans 

l'intervalle  (0,  1),  la  fonction  -^on+i  (•«)  passe,  pour  ^c=  -^  par  un 

maximum  ou  un  minimum  et  que,  dans  l'intervalle  (0,  i),  il  n'y  a 
pas  d'autre  valeur  de  la  variable  qui  lui  fasse  acquérir  soit  un  maxi- 
nmm,  soit  un  minimum. 

La  valeur  de  ce  maximum  ou  de  ce  minimum  se  trouve  facilement 
en  partant  de  ce  tiiit  que  l'on  obtient  le-  polynôme  o„  {x)  en  multi- 
pliant pai-  l.'J.o  ...  n  le  coefficient  de  z"  dans  le  développement  en 
série,  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z,  de  la  fonction  (i) 


Celte  proposition  se  vérifie  immédiatement  :  la  formule  (B)  fournit 
les  développements  en  série  des  fonctions 


"■   =i  +  -i 


en  mullipliant  la  première  série  par 


'^T^—z 


(1)  La  plupart  des  propriélés  des  polyuùnies  de  Deruoulli  peuvciU  .se  dcduire  de  là. 
Voir  sur  ce  sujet  le  Traité  de  calcul  différentiel  de  M.  Bertrand  (p.  352)  ;  j'ai  emprunté  au 
uiènie  ouvrage  la  dêmonstraliou  de  l'e.'iiileiiiîe  du  maximum  ou  du  miaiiuum  pour 
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et  relranclianl  du  ivsullal  la  i^econde  série,  on  ol)tieni  le  développe- 
ment cherché  {}',. 

Il  suit  de  là  que  o.,„_i  (- j  s'obtiendra  en  multipliant  par  l/i  ... 

(2 H  —  '1)  le  coefficient  de  c"  dans  le  développement  de 


1 

h  1; 


c-  —  1 

le  second  mem))re  se  développe  de  suite  en  série  au  moyen  de  la 
formule  (B)  et  l'on  trouve 

Enfin  la  première  éi^alité  (11)  conduit  à  la  suivante  : 

V2„  (1)  —  r2u  (0)  =  2??  r  .,„_,  (.r)  d.r  —  (—  1)»  B„, 
d'où 
(13)  .,„^,(j:)dx=^^-^^   B,, 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  transformer  l'expression 
du  terme  complémentaire. 

En  comparant  les  équations  (5)  et  (8),  on  voit  que  l'on  a 

«i>  (0  =  2» -.,,__,  (1  —  0; 

le  second  membre,  en   vertu  de  la  j)reniière  éi^alité  (iO),  est  égal 
à  2ny2„_i  (t);  finalement  on  a 

(1)  N(]tons  en  passant  que,  en  supposant  a;  entier  positif,  la  fonction  coasiiléréc  peut 
être  remplacée  par 

et  que  lo  cootru'ient  de  z"  dans  le  développement  de  cette  expression  est  manifestement 
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La  fonction  v2«-i  (0  i^e  changeant  pas  de  signe  dans  l'intervallr 
(0,  1),  on  perd  appliquer  à  l'intégrale  définie  le  prender  théorème  de 
la  moyenne  et,  si  l'on  tient  compte  de  l'équation  (13),  éci-ire 

(15;  R,„  +  ,  =  ^72^''^l^i"  ^''""''  /"'""■'  (^'  "^"  ^''^' 

en  désignant  par  6  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un. 

Si  dans  l'intervalle  (0,  1)  la  fonction  de  t,  f'"^^  {x  +  ht),  ne 
changeait  pas  de  signe,  on  pourrait  appliquer  d'une  autre  façon  le 

même  théorème  de  la  moyenne  et,  en  s'appuyant  sur  ce  que  -jo»-!  (^) 

est  un  maximum  ou  un  minimum  de  la  fonction  «5/2 «-i  (0  dai^^ 
l'intervalle  (0,  i),  écrire 

(16)  H.,.,  =  «L^-^-^^/,'"Ar»(.), 

en  désignant  par  0  un  nombre  appartenant  à  l'intervalle  (0,  1).  Les 
formules  (15)  et  (16)  sont  dues  à  M.  Malmsten.  Lorsque  R2„  +  i  diminue 
indéfiniment  quand  n  augmente  indéfiniment,  l'équation  (4)  peut 
être  remplacée  par  une  autre  équation,  dans  le  second  membre  de 
laquelle  figure  une  série  indéfinie.  La  convergence  de  cette  séi'ie  n'a 
lieu  que  dans  des  cas  très  particuliers  (*);  mais  la  formule  (4)  n'en  a 
pas  moins  une  grande  importance;  on  a  vu  plus  haut  comment  elle 
fournissait  immédiatement  la  somme  des  puissances  n'^"'^'  des  2^  pi'e- 
niiers  nombres  entiers;  elle  conduit  de  la  même  façon  à  une  expres- 
sion de  la  somme 

/"(i)  +  r  (2)  + ...  +  f'{v) 

qui  jxini'ia  servir  à  révalnati(5n  appi'ochée  de  cette  sounue,  si  pour 
des  valeurs  ciinvenahh's  de  n  le  reste  complémentaire  se  trouve  être 
sufllsaniiiient  petit.  Je  me  contenterai  de  citer  dans  cet  ordre  d'idées 
rapplicati()n  de  la  fornirde  d'Euler  aux  hypothèses  suivantes  : 


1,        /■'  (,r)  =  log  r  (.r), 

1 

2 


A/-(,r)  =  f{.r  +!)-/■  (,€)  =  l  log  (2::)  +  x  log  x  -  x, 


'')  Voir  le  inémoiro  de  M.  Onrhuiix  :  Sio"  quelques  développement!'  en  série. 
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en  renvoyant  le  lecteur,  pour  le  détail  des  calculs,  au  mémoire  déjà 
cité  de  M.  Malmsten.  On  parvient  ainsi  à  la  formule  de  Stirling, 
savoir  : 

log-  r  {X  +  ^)  =  l  1-'^-  (2::)  +  (■'•  -f  ^)  loy  .c  -  x 

Bj    1         B,    1  B3    1 

^  TT2  ,^  ~  3T4  7^  "^  576  [^  "~  ■■■ 

(-l)"B„_i  1      _     (-  1)"  B,.         6     (1) 

"^  (2n  — 3)(2n  — 2)x-"'-='       (2«  —  1)  2n  .c^'—i      ' 

où  0  est  compi-is  entre  zéro  et  un.  Cette  formule,  qui  est  léiiitiine, 
pourvu  ({uc  .'•  soit  positif,  fournit  des  valeuis  très  approchées  de 
I'  (x  +  1),  ou  si  X  est  entier,  du  produit  l.'J  ...  x,  lorsque  x  est  très 
jirand. 

La  formule  d'Euler,  léiièrement  niodifiée,  permet  aussi  de  calculer 
approximativement  une  intéLiraie  délinie. 

Soit  en  effet  F  (,c)  une  fonction  continue  et  admettant  <\q>  dérivées 
dans  l'intervalle  («,  6),  et  soit,  en  désiirnant  par  jj  un  nombre  entier 

h  —  a 
positif  et  en  posant  li  = ■> 

S,,  =  h  [F  (a)  +  F  («  +  /*)+...+  F  (a  +  (p  —  1)  h)]; 
si,   dans  la  formule  (4),   on  remplace  f  (x)  par  F  (.r),  A/fr)  par 

pr  +  A 

I  F  {x)  dx  et  que   Ton    ajoute    membre  à  meml)re    toutes   les 

.y  .1; 
équations  qu'on  déduit  de  l'équation  ainsi  obtenue  en  y  remplaçaid 

successivement  x  par  a,  o  +  /;,  a  +  '■Ih,  ...,  a  -\-  ( p  —  l)/(,   on 

trouve 

S,=jy{x)dx-'^[¥{h)-Y{a)] 

+  Y¥  '-^'  ^^''-  ~  ^'  '^ '^ 

+ ...  ^  (-  rr  ,i::;^:;i,.>iF-"--w)-F--"-  v^)] 

Quant  au  terme  complémentaire,  si  l'on  se  reporte  à  la  formule  (15), 
(')  L'expression,  du  reste,  est  due  à  Ciiuchy. 
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on  voit  qu'on  pourra,  en  désignant  par  M2,,  un  nombre  positif  égal 
ou  supérieur  aux  valeurs  absolues  de  F'-"-  (.x)  dans  l'intervalle  (a,  b), 
et  par  0'  un  nombre  appartenant  à  l'intervalle  ( —  1,  +  1),  l'écrire 
sous  la  forme 

Si  la  formule  (16)  est  applicable,  on  pourra  écrire 

1.2  ...  2n      2-^«-i  '-  ^  ^  ^  ^^ 

Ces  formules  résolvent  entièrement  le  problème  posé. 

170.  Soit 

(1)  /■(.(•)  =  «/+  u^x  +  u,x-  +  ...  4-  M„.f;"  +  ... 

une  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  ci  posilives  de  x  : 
î/j,  ttg,  ...,  t(„,  ...  sont  des  constantes.  Supposons  (jue  cette  série  soit 
convergente  sous  la  condition 

(2)  !  .r  I  <  a  ; 

s'il  en  est  ainsi,  la  série  est  absolument  convergenle  pour  lontos  les 
valeurs  de  .x  qui  véi'ilient  cette  inégalité  (§106');  elle  peut  d'ailleurs 
être  convergente,  absolument  ou  non,  pour  x  =:  ±  a.  On  a  montré 
(§  11 '2}  que  la  série 

(3)  /"  (.'■)  =  «1  +  2u^x  +  ...  -t-  nu„at"-^  +  ... 

était  aussi  absolument  convergente  pour  toutes  les  valeuis  de  x  qui 
vérilient  l'inégalité  (2)  et  qu'elle  représentait  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion f{x)  dans  l'intervalle  ( —  a,  x),  en  désignant  par  y.  un  nombre 
positif  quelconque  plus  petit  que  a  ;  la  série 

,^.2  ..li+i 

(4)  F  (x)  =  u^x  -\-  "1  "—  +  ■••  +  H„ 


2  "  n  +  1 

est  aussi  absolument  convoi'gente  pour  toutes  les  valeurs  de  .c  qui 
vérifient  l'inégalité  (2);  en  effet  les  termes  sont,  en  valeur  absolue, 
plus  petits  que  les  termes  correspondants  de  la  série  (\)  :  (loue,  eu 
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vertu  même  du  théorème  que  l'on'vient  de  rappeler,  la  dérivée  de  la 
fonction  F  (.<■),  dans  l'intervalle  ( —  a,  +  a)  est  égale  à  f(x);  il  en 

est  de  même  de  la  fonction  /     f  (./■}  dx  (§  157)  qui,  ainsi,  ne  peut 

(liflerer  de  F  (.r)  que  d'une  constante;  cette  constante  est  nulle  puisque, 
pour  X  =  0,  les  deux  fonctions  se  réduisent  à  zéro;  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  ( —  a,  a),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  vérifient  l'iné- 
galité (2),  on  a  donc 

n.c  ,.  ^.^  ,.«4-1 

Tv    J      /-(.c)  dx  =  u,  -  -t-  U,  ~  +  ...  +  H,.  — ^  +  ...  (ij. 

(Je  théorème,  appliqué  aux  séries 

1 


1  —  .;■  +  X-  —  ...  +  (—  1)"X'"  -f-  ..., 

1   —  X-   +   X'  .  .  .    -I-   (—   1  )"  X-"   -r-    ... 


1  H-  X 

I 
i  +  x' 

'    ^               ,         1     .        ^-^     .                 1.3...(2n  — 1)    ,^ 
1  H-  ^  X-    ^-  — -r  X*  -I-  ...  H -— ^ — -'  X-" 


\/l-^,:^-  '    ■    2^'^     ^    2.4^    "    ■••   '        2.4  ...2n 
al'solument  convergentes  tant  (|ue  l'on  a 

!  '■  I  <  1, 

montre  que,  pour  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  cette  inégalité,  l'on  a 

log(l  -h.r;=  __+_...+(_  1  )" +  .. 

12  3  >i  +  1 

X        x^         ar'  ^         ^      a;-""'"' 


arc  tg  .r  r=  ~  -  _-    +  ^  _  ...  +  (_  ly 

1  o  O 


5  '         '    2n  +1 

.r       l.c^      1.3.r^^  1.3...(2n— 1)   jS"'  +  ^ 

arcsmx-  =  -4--3+-^^...  +  -~— ^^^-^^... 

Ces  égalités  subsistent,   la   première  pour  .c  =  1,  les  deux   autres 
pour  X  z=z  ±.  \. 


(1)  Il  résultera  du  paragraphe  suivant  que  si  la  série  (1)  est  convergente  pour  x  =  a, 
il  eu  est  de  luème  de  la  série  (4),  cela  résulte  aussi  du  théorème  II  du  paragraphe  71  : 
l'ég.dité  (5)  subsiste  alors  pour  a?=:  fl. 
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La  proposition  qu'on  vient  de  démontrer  n'est  qu'un  cas  particulier 
du  théorème  fondamental  qui  fera  l'objet  du  paragraphe  suivant. 

171.  Soit 
(1)  f^Çr)  +  f,ix)+  ...  +fj.r)  +  ... 

une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  finies  et  intégi'ahles  de  la 
variable  u' dans  l'intervalle  («(,,  a);  si  cette  série  est  uniformément 
convergente  dans  cet  intervalle,  il  en  est  de  mèuie  de  la  série 


(2) 


r  f,  (x)  dx  -t-  r  f,  çv)  dx  + ... + r  r,,  {x)  dx 


si  l'on  représente  par  ç  {x)  la  somme  de  la  série  (i),  et  par  <I>  (x)  la 
somme  de  la  série  (2),  la  fonction  o  {x)  est  intégrable  dans  l'inter- 
valle (a,),  a),  et  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent 
à  cet  intervalle, 


^  {x)  =  r  o  (x)  d. 


Désignons  en  effet  par  S„  (,r)  la  somme  des  n  premiers  termes  de 
la  série  (1)  et  par  R„  (.r)  le  reste  correspondant,  en  sorte  (jue  l'on  ait 

o  (x)  =  S„  (x)  +  R„  (x). 

Je  dis  d'aboid  que  la  fonction  9  (,c)  est  intégrable  dans  l'inter- 
valle («0,  a). 

Soit  en  effet  s  un  nombre  positif  arbitraire;  puisque  la  .série  (1)  est 
uniformément  convergente,  au  nombre  s  correspond  un  nombre  entier 
positif  j9  tel  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  71  supé- 
rieures à  p  et  [)our  toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'inter- 
valle («0,  o), 

1  R«  (.^0  I  <  e. 

Dans  l'intervalle  {a^,  a),  l'oscillation  île  la  fonction  11,,  (.r)  sera 
inférieure  à  2 s.  Ceci  posé,  soit  x  une  valeur  quelconque  a})partenant 
à  l'intervalle  («„,  a)  :  la  fonction  S„  (.r)  étant,  par  hypothèse,  inté- 
grable dans  l'intervalle  ((^„,  ,c),  au  nomln'e  positifs  correspond  certai- 
nement un  mode  de  dùcoiiq)osilion  de  rintervalle  (o„,  .c^  tel  ipie  la 
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tlifl'érence  entre  les  sommes  supérieure  et  inférieure,  relatives  à  cette 
décomposition  et  évaluées  pour  la  fonction  S„(,r),  soit  moindre  que  e; 
la  même  dilïérence,  évaluée  pour  la  fonction  P»,,  (./•),  sera  moindi"e 
que  2  (a  —  aje,  puisque  l'oscillation  de  cette  fonction  est  moindre 
({ue  2£  et  (jiie  l'intervalle  {a^,  x)  a  une  élcnduc  au  [ilus  éi^'ale  à  (r/  —  a^); 
la  même  dillerence  enfin,  évaluée  pdur  la  funciion  S„  (,/•)  +  R,,  (x'), 
ou  ç)  (o"),  sera  moindre  (|ue 

.  1 1  +  2  (..  -  a,)l 

comme  e  est  arbitraire  et  que  le  fadeur  (jui  le  niulliplie  est  conslaid, 
ce  pi'oduit  peut  èiro  supposé  plus  peiil  quti  lel  ii(ind)re  positif  arbi- 
traire que  l'on  voudra;  il  est  donc  démontré  que  la  fonction  9  (.r)  est 
intégrable  dans  l'intervalle  (a„,  a);  il  en  est  de  même  de  la  fonctinn 

et  l'on  a,  pourvu  que  ./;  ap|)artieiine  à  l'intervalle  (a„,  «), 
(3)  /  ■'  9  (.rj  cLv  =  j   '  S„  (>•)  </.•  +  r  R,.  (..)  cIjc. 

J>'o  J  an  J  ai, 

La-  seconde  intégrale  du  second  membre  est,  en  valeur  absolue, 
moindre  que  t{a  —  a^;  on  voit  donc  que,  sous  les  seules  conditions 

on  peut  affirmer  que  la  différence  entre  /     ç  (x)  dx  et 

J  "a 

rSJx)dx=f^f,(x)dx-i-  f"  f,(.^dx-^...-^  f  fj.^dx, 

«y«o  «/"o  «yoo  i/"u 

est  moindre  cpie  s  ((^/  — ((q);  cette  dernière  quantité  pouvant  repré- 
senler  tel  nombre  positif  que  l'on  vomira,  il  est  jirouvé  que  la  série  (2) 
est   uniforméinenl    convergente   dans    l'intervalle   (a^,  a)   et   que  sa 

somme  tl>  (x)  est  égale  à  /     o  (x)  dx  (i). 
t/ «0 


(1)  Si  l'on  suppos  lit  in  série  (1)  uniformément  convergenlc  non  pns  au  sens  ilu  para- 
p;raplie88,  m.-)isau  sens  de  la  noie  ajouléeà  ce  paragraphe,  c'est  a  dire  si  l'un  supposait 
seulemeut  iju'â  eliaijuo  uomljre  posilii  ^  corresjmiuiîl  un  entier  positif  «  tel  que  l'on  eût, 
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Soit,  par  exemple,  la  séiùe 

<f  (x)  =  î/y  +  WjX^  +  t(,;/;^  +  ...  +  if„a:"  +  ..., 

où  u„,  ttj,  ...,  u„,  ...  sont  des  constantes;  je  suppose  qu'elle  soit 
convergente  (al)solument  ou  non)  pour  x=za;  elle  sera  uniformément 
convergente  dans' l'intervalle  (0,  a),  ou  (o,  0),  et-  l'on  aura,  en  dési- 
gnant par  X  un  nombre  quelconque  appartenant  à  cet  intervalle, 


l 


r  I  X 

{X)  dx  .-=  U,X  -4-   U,  '^   +    H,  -^     -h    ...    4-    H„  -^-^— 


C'est  la  proposition  qui  a  été  démontrée  en  partie  dans  le  paragraphe 
précédent. 

Considérons  encore  la  série 

y"^""        2x 

elle  est  uniformément  convergente  pour  les  valeurs  de  x  qui  appar- 
tiennent à  l'intervalle  ( —  a,  a),  en  désignant  par  a  un  nombre  positif 
plus  petit  que  ■::.  Lu  somme  de  cette  série  est  d'ailleurs  (§  99)  égale 

à ;  cette  égalité  subsiste  même  pour  x  =  Ô,  si  l'on  con- 
sul X        x 

vient  de  regarder  la  fonction comme  prenant,  pourx=:0, 

sin  XX  ^  '  ^  ' 

sa  vraie  valeur,  à  savoir  zéro;  on  aura  donc 

Jo     \sin  .X       x/  ^^Jo     X-  — n--- 

pourvu  que  x  appartienne  à  l'intervalle  (—  a,  a)  :  cette  égalité  équi- 

cu  conservauL  les  mêmes  iioUilioiis, 

I  H«  (^)  1  <  s 

le  raisonnement  suivi  clans  le  texte  prouverait  que  la  fonction  f  {x)  csl  iulégrahle  dans 
l'intervalle  («0,  a)  et  qu'en  prenant  «  ternies  dans  la  série  (2),  on  a  une  valeur  appro- 
chée de  I  f  (a;)  dx,  avec  une  erreur  moindre  que  £  (a  —  ao);  cette  erreur  peut  être 
supposée  aussi  petite  qu'on  le  veut;  mais  on  ne  peut  conclure  de  là  ni  la  convergence 
de  la  série  (2),  ni  son  égalité  à  la  (pianlité  I  ?  (x)  dx  :  on  pourrait  en  effet  s'éloigner 
de  cette  dernière  quantité  eu  prenant  dans  la  série  (2)  plus  de  n  termes. 
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vaut  à  la  su i vaille  : 


-.^=1 '-(■-;!£.> 


potii"  .r  ^=  0,  on  doit   remplacer par  un.  Le  second  membre  est 

une  série  uniformément  convergente  dans  l'inlervalle  ( —  a,  a.).  On 
déduit  immédiatement  de  celte  égaliié 


'^■Ki'-M' 


cette  égalité,  démontrée  pour  les  valeurs  de  x  compi'ises  entre  —  •r 
et  +  z,  subsiste  évidemment  pour  les  valeurs  —  t:  et  +  z,  qui 
annulent  sin  x,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  à  cause  de  la  périodi- 
cité des  deux  membres.  On  voit  ainsi  comment  se  relient  des  résultats 
pour  l('S(iuels  on  avait  été  obligé  de  donner  deux  démonsii'ations 
distinctes  (i5  121). 

La  pr(i})ositiun  fondamentale  relative  à  l'intégK'^ion,  terme  par 
terme,  d'une  série  entraine  la  proposition  suivante. 

Soit 

/;(.«)  + A  (^)+  -  +/n(^'•)^-  ••• 

une  série  convergente  dans  l'intervalle  («,  h);  soit  o  (.r)  la  somme  de 
cette  série;  supposons  que,  dans  l'intervalle  (a,  fc),  les  fonctions /^  (.f), 
/■j  (x),  ...,  f„{x),  ...  admettent  des  dérivées  f[  (x),  f[  (a^),  ...,  f'„  (x-),  ... 
continues  dans  l'intervalle  (a,  b);  si  la  série 

A' (.,r)  +  /•;  C^')  +  -  +  n{r)+  ... 

est  uniformément  convergente  dans  Tinlervalle  (a,  h),  la  fonction  o{x) 
admettra  une  dérivée  dans  cet  intei'valle  et  eette  dérivée  sera  la 
sonniVe  o'  (x)  de  la  série  précédente. 

Si  en  effet  on  applique  à  cette  série  le  théorème  relatif  à  l'inté- 
gration, on  voit  que,  en  désignant  par  x  un  nombre  appartenant  à 
l'intervalle  (a,  h),  on  aura 

£  ','  (x)  dx  =:  ^'  /;  (x)  dx  4-  £'  f:  (.r)  dx  +■■■£  fn  (•'•)  d^+...\ 
mais  on  a  en  général,  })uisque  la  fonction  /'  (./•)  est  continue  dans 
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riiitervalle  (a,  h), 


p/;:(-o  =  rn(-x9 -/■„(«); 


on  aura  donc 


l 


?'  {x)  dx  =  f,  (x)  -  u  («)  +  h  (^^0  -  h  («)  +  - 


(>tt(.^  égalité  prouve  bien  que  la  fonction  o  (x)  a  pour  dérivée  ç;'  (x) 
dans  l'intervalle  [a,  h);  la  fonction  o'  (x),  en  effet,  est  continue  dan.«i 
cet  intervalle,  comme  somme  d'une  série  uniformément  convergente, 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues. 

Il  convient  de  remarquer  qu'une  série  peut  être  uniformément 
convergente,  avoir  pour  termes  des  fonctions  continues,  admettant 
des  dérivées  continues,  sans  que  la  série  des  dérivées  soit  convergente; 
telle  est,  par  exemple,  la  série  dont  le  n'^"^"  terme  est 

sin  [(1.2...91)  x]^ 
1.2  ...  n        ' 

cette  série  est  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle;  ses 
termes  sont  des  fonctions  continues  et  admettent  des  dérivées  dans 
tout  intervalle,  mais  la  série  formée  par  ces  dérivées  est  divergenle. 
La  somme  de  la  série  proposée  est  une  fonction  continue  dans  tout 
intervalle;  on  démontre  que  cette  fonction  n'admet  point  de  dérivée  (i). 

172.  Le  lecteur  a  pu  voii',  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  l'impor- 
tance des  développements  en  série  qui  procèdent  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  d'une  variable;  cette  importance  est  peut-être 
encore  plus  grande  dans  la  tliéorie  des  fonctions  d'une  variable  ima- 
ginaire; je  veux  dire  quelques  mots  d'une  autre  espèce  de  séries  qui 
ont  été,  dans  ce  siècle,  l'olijet  d'un  nombre  considérable  de  travaux 
importants  (-). 


(')  Voir  le  mémoire  de  M.  Darboux  sur  les  fouclions  disconliuues. 

(2)  Outre  les  mémoires  de  Dirlchlet  et  de  Rierannn,  que  j'ai  eu  l'orcasion  de  oiter 
]ilusicurs  fois,  cl  qui  doivont,  à  plusieurs  égards,  être  rci;a,-ilcs  ccnimu  fondamentaux, 
il  convient  de  cilcr  les  rei^licrclies  de  Poisson  [Journal  de  l'Krole polytechnique,  cnh.  XIX, 
p.  404,  1^23,  et  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  p.  574,  1823)  :  Ces  rciduTt-hes  ont  un 
point  de  départ  tout  dilléreul  el  leurs  résultais  ont  été  élu.-itié.s  par  divers  auteurs 

Tannebv.  -  r/u'o  ù\  -21 
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Les  séries  trigonométriques  sont  des  séries  de  la  forme 

-  «„  +  ttj  cos  X  +  «2  cos  2.17  4-  ...  +  «„  cos  n.r  +  ... 
+  bj  sin  a;  +  ^2  sin  2a;  +  ...  +  b„  siii  nx  +  ..., 

a;  désigne  la  variable;  on  supposera  dans  ce  qui  suit  qu'elle  apparlient 
à  l'inlervalle  (—  z,  +  ■::);  les  coefficients  a„,  a„  a^,  ...,  a„,  ...,  foj,  ?>2, 
...,  &„,  ...  sont  des  constantes.  Si  l'on  ne  tient  pas  compte  du  premier 

1  i 

terme  -  «„,  auquel  on  a  donné  le  coefficient  -  pour  la  facilité  des 

calculs  ultérieurs,  on  peut  regarder  la  série  précédente  soit  comme  la 
somme  de  deux  séries  dont  l'une, 

a^  cos  X  +  «2  cos  2x  +  ...  +  o„  cos  ?t,t  +  ..., 

procède  suivant  les  cosinus  des  multiples  entiers  de  la  variable,  et 
l'autre, 

h^  sin  a?  -j-  b^  sin  2x  +  ...  +  h^  sin  nx., 

procède  suivant  les  sinus  des  multiples  entiers  de  la  même  variable, 
soit  comme  une  série  dont  le  terme  général  est  a„  cos  nx  +  h„  sin  nx. 

L'importance  de  ces  séries,  qui  se  sont  introduites  naturellement 
dans  l'analyse  pour  la  solution  de  certains  problèmes  de  mécanique 
et  de  physique  mathématique,  a  été  révélée  par  cette  remarque,  due 
à  Fourier,  qu'elles  paraissent  aptes  à  représenter  une  fonction  quel- 
conque définie  dans  un  intervalle  dont  l'étendue  soit  égale  à  2  -. 

Soit  en  effet  /"(x')  une  fonction  finie  (§  74)  dans  l'intervalle  ( — ::,  +  t:) 
et  supposons  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appar- 


(Scliwarz  :  Zin'  Intégration  der  part.  Differentialgl.  \u  =  0,  Journal  de  Crelle,  t.  LXXIV, 
p.  228, 187-2;  du  Bois-Heymond  :  Détermination  de  la  valeur  limite  d'v.ne  intégrale  qvA  se 
présente  dans  la  théorie  des  séries  trigonométriques;  0.  Bonnet  :  Note  sur  une  intégrale  qui 
sert  de  fondement  à  une  théorie  des  séries  trigonométriques;  Bulletin  des  sciences  mathé- 
matiques, 2=  série,  t.  III,  1879,  l'«  partie,  p.  3i),  p.  48U).  M.  Saclise  a  piujlié  ea  1879  uue 
étude  historique  et  critique  sur  les  principaux  travaux  relatifs  aux  séries  trii^onomc-- 
triques;  cette  étude,  à  laquelle  je  renvoie  le  lecteur,  a  été  traduite  dans  le  Bulletin  des 
sciences  mathématiques,  2"  série,  t.  IV,  1880,  i  "  partie,  p.  43.  Postérieurement  à  cette 
étude,  je  sii^nalerai  le  livre  de  M.  Dini,  Série  di  Fourier  et  altre  representazioni  analitiche 
délie funzioni  di  îcna  variabile  reale,  ?ïie,  i88ù;  les  recherclies  de  M.  du  Bois-lteyniun  1 
et  de  iM.  Camille  Jordan  dans  les  Comptes  rendus  de  1881,  un  travail  de  il.  Ax.  Harnaclc 
sur  la  Théorie  de  la  série  de  Fourier  dans  le  Bulletin  des  sciences  mathématiques,  2=  série, 
t.  VI,  188-2, 1'"  partie,  p.  242 ;  enfin,  dans  les  Sitztmgsherichte  der  Âltad.  der  Wiss.  zu  Berlin 
de  1883,  une  communication  de  M.  0.  Holder,  relative  à  un  tliéorème  dû  a  iM.  Weierstrass, 
Ueber  eine  neue  hinreichende  Bedingtmg  filr  die  Dars'.ellharheit  einer  Function  durch  die 
Foîtrier'sche  Jieihe,  et  uue  communication  do  M.  L.  Kroaeckcr  Ueber  das  Dlrichlet'sche 
Intégral,  où  l'auteur  parvient  à  des  conditions  d'uue  grande  géucralitc. 
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tieiiueiit  à  cet  intervalle, 

(1)  f{x)  =  ^  rtg  +  «i  cos  .V  +-  6j  siu  X  +  «2  CCS  2x  +  h,  .siii  2x 

+  ...  +  a„  cos  nx  +  b„  sin  nx  +  ... 

^Iiiltiplion.s  les  deux  membres  par  cosjîj;,  p  étant  l'un  quelconque 
des  nombres  0,  1,  2,  3,  ...,  et  suppo.sons  que  l'égalité  subsiste  quajid 
on  intègre  le  premier  membre  entre  les  limites  —  ::  et  z,  et  le  second, 
terme  par  terme,  entre  les  mêmes  limites,  en  sorte  que  l'on  ait 

[       1        f  C^)  cos  jjx  dx  T=  -  cig  j        cos  p.-ïî  clx 


(2) 


f  +  y  (  a,,  I       cos  nx  cos  px  dx  +  h„  /        sin  n  x  co^p  xdx\ 


+  ... 


C'est  ce  qui  arriverait  certainement  si  la  série  qui  figure  dans  le 
second  membre  de  l'égalité  (1)  était  uniformément  convergente  dans 
l'intervalle  ( —  ::,  -).  Si  maintenant  on  tient  comptç  des  égalités 

1  cos  nx  cos  px  dx  ^^  -  j  [cos  (n  —  p)  x  +  cos  {n  +  p)  x]  dx 

sin  (n  —  p)  X       sin  (n  -h  p)  x  /     -^     s 


2  (n  —  p)  2  {n  +  p) 

i  sin  nx  cos  px  dx  ^  -  j  [sin  (n  +  2>j  *'  +  sin  {n  —  p)  x]  dx 

_  __  cos  (n  +  jj)  a;  _  cos  (?i  ~  p)  x  ^  ^ 

—  2  {n  +  p)  2  (n  —  p)  ^    "<    '^' 

/l    r  X       sin  2»d7  ,     ^  ^. 

cos-  /).:c  c/j:  =  -  i  (1  +  cos  2px)  dx=-^ ^-^  {p  ^  Oj, 

/  sin  px  cos  pxdx=  -  j  sin  2jj.r  d.i;  =  —  —  cos  2px, 

(pli  entraînent  les  suivantes  : 

j        cofi  7ix  œs  px  dx  =^  0         (p  ^  *0' 

\     /       sin  nx  cos  p;^;  da:  =:  0        {P'^  ^0» 

/        cos^  J)  a?  d  a?  = -::,  (/)  >  0), 

I         sin  px  cos  /)u^  (?x  =  0, 
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on  voit  de  suite  que  l'égalité  (2)  revient  à  celle-ci  : 


(4)  :_  j       f  i^)  cos  2^x  dx=z  Uj, 


(p==  0,1.2,  ...), 


en  multipliant  de  même  les  deux  meinln-es  de  l'égalité  (1)  par  sin  j3.t, 
et  i.ntégrant  de  la  même  façon,  on  trouvera  sans  peine 

(5)  -/     ''f{x)sm2ixclx  =  b^         {p  =  l,2,3,...); 

on  n'aura  pour  cela  qu'à  s'appuyer  sur  la  seconde  des  égalités  (3)  et 
sur  les  deux  suivantes 

I        sin  7ix  sin  j^OC  dx  =  0         (i^  <  î')' 

l       >^m-  px  dx=7:         (p=zl,2,S,  ...). 

Sans  doute,  si  l'on  ne  sait  rien  sur  la  nature  de  la  convergence  de 
la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  de  l'égalité  (1),  les  calculs 
(|ui  précèdent  ne  sont  en  aucune  façon  légitimes;  mais  les  formules  (4) 
et  (5)  ont  un  sens  pourvu  que  la  fonction  f  (x)  soit  finie  et  intégrable 
dans  l'intervalle  ( —  z,  t:);  il  n'est  même  pas  nécessaire  que  la 
fonction  f  (ce)  soit  finie  dans  cet  intervalle,  pourvu  que  les  fonctions 
f{x)  sinpx,  f{x)  cospcc,  qui  peuvent  elles-mêmes  être  infinies  aux 
environs  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  valeurs  appartenant  à  cet 
intervalle,  soient  intégrables,  quel  que  soit  l'entier  j9,  entre  les 
limites  —  t:  et  -f-  z.  Dans  ces  conditions,  il  est  bien  naturel  de  se 
demander  ce  qu'est  la  série  trigonométrique  dont  les  coefficients  «^„ 
bj,  sont  définis  par  les  formules  (4)  et  (5),  si  cette  série  est  convergente 
dans  l'intervalle  ( —  t,  ■t:),  si,  dans  cet  inten-alle,  sa  somme  est  égale 
à  f{x).  La  recherche  de  conditions  très  larges,  sous  lesquelles  on 
peut  affirmer  qu'il  en  est  ainsi,  a  été  l'objet  d'un  grand  nombre  de 
travaux  importants.  Je  considérerai  seulement  le  cas  qui  a  été  étudié 
par  Dirichlet,  celui  où  l'intervalle  ( —  t:,  t.)  peut  être  décomposé  en 
un  nombre  fini  d'intervalles  partiels  tels  que  dans  chacun  d'eux  la 
fonction  f(x)  soit  continue  et  varie  dans  le  même  sens  (si  elle  varie). 

Si  dans  la  somme  «^  cospx  +  bj,  sinpx  de  deux  termes  corres- 
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pondants  de  la  séiic 

(S)     _  «0  +  ^'i  <^'0*  ^  +  ''i  s^'^  '^  +  ^i  ^^^  2a;  +  b.,  sin  2^  +  ... 
+  «„  cos  nx  -i-  ?>„  sin  na?  4-  ..., 

on   remplace  les  coefficients  a^„  ^^,  par  leurs  valeiu's   déduites   des 
formules  (4)  et  (5),  qu'il  convieni  d'écrire  sous  lu  forme 

1  r+'^ 
^p=  -  \     /■(i/)si'ip.'/  c^^. 

afin  de  ne  pas  confondre  la  variaiile  x  qui  figure  dans  les  tei'nies  de 
la  série  (S)  avec  la  variable  d'intégration,  on  trouvera 

1  r+^ 

cip  cos  2}X-\-  hj,  sin  px  =  -  I       f(y)  cos  p  {y  —  x)  dx; 

on  aura  donc  pour  la  somme  So,,^!  des  2;/  +  i  premiers  termes  de 
la  série  (S), 


1  r+'^ 


en  posant  pour  abréger 


T.^  +  i  =  -  +  cos  (;/  —  x)  +  cos  2  {y  —  x)  -\-  ...  -h  cos  n  {y  —  x); 


nais  eu  vertu  de  l'identité  bien  conni 


sin(2H+l)|        ^ 

=^  — h  cos  a  +  (^os  2a  -\-  ...  +  cos  n«, 

-,    .    a  2 

■2  s,„  - 


sin  (2 H  4-  1)  ^ — —^ 


T,„+z  = 


2  sm  ^ — - — 
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d'où 


(6) 


1  r^-^ 


sin 

(2,1 1-iy^ 

X 

chj, 

2 -.in"  7-" 

2 

en  Giilendant  que,  pour  .'/  =z  :c,  le  rapporl 

.     ,  ^          , ,  V  —  X 
sm  (2??  +  1) 


2sin^-^ 


2 

1 

o 

gration,  la  quantité  x  qui   figure  sous  le  signe  |  doit  être  regardée 

comme  un  paramètre  constant.   La  question  posée  revient  ainsi  à 

chercher  si,  lorsque  n  augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  entières 

et  positives,  l'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  tend  vers 

une  limite  et,  s'il  y  a  lieu,  à  évaluer  cette  limite. 

En  faisant  dans  cette  intégrale  la  sulistitution,   toujours  permise 

(%  165), 

Ij  =  X  4  2;, 
on  aura 

.S_=    l''~fix.^2^^■^^^^^!yt^cl.. 


=    f    '    f{x-^-2z)'- 


L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  a  sa  limite  inférieure 
négative  et  sa  limite  supérieure  positive  puisque  x  est  supposé  compris 
entre  —  t:  et  +  ■::;  elle  peut  être  remplacée  par  la  somme  de  deux 
autres  intégrales,  portant  sur  la  même  quantité  et  ayant  pour  limites, 

la  première ^— r —  et  zéro,  la  seconde  zéro  et  — ^^ — ;  en  faisant 

dans  la  première  la  substitution  s  =  —  '^  et  remettant  ensuite  la 
lettre  z  à  la  place  de  Z,  on  trouve  finalement 

) 


X-->-~  ^  ,               ,  sin  {%n  -i-  1)  r    , 
f(x  —  2z) -^ '—  d  z 
sm  z 

VU 


i  r'V  si»  (2 H  +  l)  z 

I  +  f  (-c  +  2:) ^^ d 


l 
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Les    limites    supérieures    "       '  7   '"  des  deux   intégrales   qui 

A  Z 

figurent  dans  le  second  membre  sont  comprises  entre  zéro  et  z  et 
peuvent  atteindre  l'une  ou  l'autre  de  ces  limites. 

Cette  foi'niulc  montre  que  le  problème  posé  revient  au   suivant  : 
lleconnaitre  si  l'intéurale 


('■ 


sin  mz 


où  a  est  un  nombre  positif  fixe  au  plus  égal  à  x,  où  o  (3)  est  une 
fonction  finie  dans  l'intervalle  (0,  a),  tend  vers  une  limite  lorsque  m 
augmente  indéfiniment  par  des  valeurs  positives  impaires;  c'est  le 
problème  que  je  vais  traiter,  sous  certaines  conditions  imposées  à  la 
fonction  0  (-). 

Je  ferai  d'abord  deux  remarques  préliminaires  concernant  l'intégrale 


X 


P  sin  m  z   , 
— : a; 


où  a,  (3  sont  des  nombres  appartenant  à  l'intervalle  (0,  ^^  j  et  où  m 

désigne,  comme  je  le  supposerai  désormais  dans  ce  paragraphe,  un 
nombre  entier  positif  impair. 

,lo  montrerai  d'abord  que  la  valeur  absolue  de  cette  intégrale  quels 
que  soient  les  nombres  a,  p,  m^  assujettis  toutefois  aux  conditions 
précédemment  énoncées,  est  toujours  inférieure  à  un  nombre  fixe, 
que  l'on  peut  prendre  égal  à  x.  Supposons  a  <:  [i.  Lorsque  z  varie 
de  a  à  [3,  la  fonction  sin  z  reste  positive  et  croissante.  Quant  à  la 
fonction  sin  'inz^  elle  est,  en  général,  tantôt  positive,  tantôt  négative  : 
décomposons  l'intervalle  (a,  ^)  en  intervalles  partiels  tels  que,  dans 
chacun  d'eux,  sin  mz  garde  le  même  signe;  si  l'on  désigne  par  i  et  _; 

les  parlii's  entières  des  quanlités  - — ■>  •>  ces  intervalles  })artiels 

seronl  limités  par  les  nombres 

l'intégi'ah^  proposée  peut  être  remplacée  par  la  somme  de,/  —  i  -\-  \ 
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intégrales  (')  clans  lesquelles  le  signe  I  porte  toujours  sur  la  même 

quantité 

sin  mz 
— ; dz. 

sm  z 

et  qui  se  rapportent  aux  intervalles  partiels  définis  par  la  suite 
précédente;  dans  le  premier  intervalle,  sin  mz  a  le  signe  de  ( —  1)', 
puis  les  signes  vont  en  alternant;  l'une  (luelcunquo  des  intégrales 
intermédiaires  peut  être  représentée  par 


/; 


dz, 


sni 

(rz=i+  l,i  +  2,  ...,./■  —  1). 

Si,  dans  cette  intégrale,  on  fait  la  substitution 

„  ^  _^_   C_- 

m    '    tn 
elle  devient 


^-£ 


(r  ^  -.  1) 

\    III       m/ 


7T  f^^; 


cette  forme  montre  tout  d'abord  que  la  valeur  absolue  de  cette  inté- 
grale diminuerait  si  l'on  remplaçait  r  par  l'un  quelconque  des 
nombres  r  4-  1,  r  +  2,  ...,  _/  —  1;  en  effet  les  limites  de  l'intégrale 

resteraient  les  mêmes  et  la  quantité  f  /■  -^  +  —  )  sera  remplacée  par 

une  quantité  plus  grande  et  toujours  infériem^e  à  ^;  ainsi  à  partir  de 

la  deuxième  intégrale,  les  signes  vont  en  alternant,  et  les  valeui's 
absolues  vont  en  diminuant;  cette  conclusion  s'étend  même,  i)uisquc 
m  (^ — jt:)  est  inférieur  à  •::,  à  la  dernière  intégrale  dont  la  valeur  est 

m  sm    j  —  -1 

\   m       nij 


(1)  Ce  raoïlii  (le  déi-oniposiliuu  joue  le  rôle  essentiel  dans  la  tlémunslralion  de  Diriehk 


CHAP.  vi[.  —SUR  Qri:r,Qi-i:s  dkvkloim'Emkxts  f.n  ^\:\\\e.     ,>/. 

ainsi  (§  G9)  la  soiiiiiie  des  inlégialcs  qui  suivent  la  jueinièi'e  est  di 
signe  de  ( —  1)'"^'  et  est,  eu  valeur  absolue,  inférieure  à 

m  sin     (i  -f-  1^ H  —  -     -    " 


m 


quant  à  la  première  intéiirale,  elle  est  du  signe  de  ( —  1)'  et  sa  valeui' 
absolue  est  égale  à 


m  sni  1  z h  —  ) 

\    m       m/ 


quantité  qui,  puisque  la  limite  inférieure  ///  (a  —  i~)  est  positive  et 
inférieure  à  z,  est  elle-même  au  plus  égale  au  second  membre  de 
l'inégalité  précédente. 

La  valeur  de  ce  second  membre  est  donc  supérieure  à  la  valeur  de 
l'intégrale  proposée;  mais  on  a,  pour  les  valeurs  de  X^  comprises  entre 
zéro  et  •::, 

m.  sin  —  ^  sin  !^,  ' 
m  — 

régalité  n'ayant  lieu  que  pour  )n.  =.  1  ;  en  eflef,  pour  ces  valeurs  de  ': 

la  dérivée  cos  —  —  cos  'C  de  la  fonction  m  sin  —  —  sin  'Z,  est  positive  ; 
m  ■  m. 

cette  dernière  fonction  est  donc  croissante,  et  par  conséquent  positive, 
dans  l'intervalle  (0,  z).  On  a  donc 


>  .      t       Jo     sni  '^ 


m  sni  — 
m 

le   seconti,   membre   de  cette  inégalité  est  égal  à  ::;  la   proposition 
annoncée  est  donc  tlémontrée. 
L'intégrale 

<\\\  lit: 


£ 


(1- 


est  égale  à  '\  ainsi  qu'il  résulte  de  l'identité,  déjà  uliliséf  din-   Ir 
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l)réseut  paragi'a[)he, 

sin  inz 

—. =  1  +  2  cos  2r  +  2  cos  4r  +  ...  +  2  cos  (m  —  1)  c. 

siii  r  ■  -^ 

Cos    l'omarques   préliMiiiiaires   faites,   je  suivrai,   poui'  l'élude  de 
rintéL;i'aie 


£ 


sin  mz 


une  méthode  qui  ne  différera  que  par  des  changements  de  forme  de 
celle  qu'a  suivie  M.   0.  Bonnet  dans  son  mémoire  sur  la  théorie 

géni'Tale  des  séries. 

Si  les  uMiiihres  lixes  h,  c  satisfont  au.v  inégalités 

0  <  /?  <  c  ^  ^, 

et  si  la  fonction  g  (z),  dans  l'intervalle  (6,  c),  est  positive  ou  nulle, 
décroissante  ou  constante,  l'intésfrale 


£ 


sm  niz 


tend  vers  zéro  quand  m  augmente  indéfiniment. 
Dans  ces  conditions,  en  effet,  la  fonction 

sin  : 

est  positive  (ou  nulle),  décroissante  (ou  constante)  dans  l'inter- 
valle (6,  c),  on  peut  donc  appliquer  le  second  théorème  de  la  moyenne 
et  écrire,  en  désignant  par  ;  un  nombre  appartenant  à  l'inter- 
valle (b,  c), 

f''.^.\n,n:dz::=^f\inu^:dz 
Jb     sm  z  sm  bjh 

(cos  ntb  —  cos  mz)  ('). 


m  sin  b 


(1)  Un  pourrai  (S  160)  mettre  y  (S  +  OJ  au  lieu  de  f  (b), 
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Or  la  \aleur  absolue  du  second  membre  est  moindi-e  que 

2©(b) 
m  sin  h 

(juautiti-'  qui  lend  évideinnieiit  vers  zéro  quand  m  augmente  indé- 
ilniment. 

On  va  déduire  de  là  la  proposition  suivante  :  soient  b,  c  des 
nombres  compris  entre  zéro  et  x,  tels  que  le  plus  petit  des  nombres 
î>,  c,  t:  —  î),  z  —  c  soit  au  moins  égal  au  nombre  positif  (et  non 
nul)  a;  soit  ç  (c)  une  fonction  qui  tant  que  z  appartient  à  l'inter- 
valle (h,  c).  ou  (c,  &),  soit,  en  valeur  absolue,  au  plus  égale  au 
nombre  positif  L;  supposons  en  outre  que  l'intervalle  {h,  c)  puisse 
être  divisé  en  un  nombre  fini  p  d'intervalles  partiels  tels  que  dans 
chacun  d'eux  la  fonction  9  (z)  soit,  ou  bien  décroissante  ou  constante, 
ou  bien  croissante  ou  constante;  cette  fonction  sera  certainement 
intégra1)le  dans  l'intervalle  (b,  c),  ou  (c,  h)  et  l'on  aura 


(8)  If^iz 

I  J'> 


sin  mz        I        6  (p  +  1)  L 
sin  z       *  \  m  sin  a 


il  résultera  de  là  bien  claii'ement  que,  lorsque  m  augmente  indéfini- 
ment, le  premiei-  membre  lend  vers  zéro. 
La  proposition  est  démontrée  lorsque  l'on  a 


0 


et  que  9  (z)  est  une  fonction  positive  décroissante  ou  constante  dans 
l'intervalle  [h,  c),  et  l'on  a  alors 


/• 


«'n"'".^.  1^0     ?(^) 


f(^-)^iïr^^^ 


m  sin  h 


conservons  toutes  ces  hypothèses,  sauf  celle  qui  consiste  à  supposer 
la  fonction  9  (r)  positive  (ou  nulle).  La  fonction  9  (r)  —  9  (c)  sera 
certainement  décroissante  ou  constante,  positive  ou  nulle,  on  pourra 
donc  lui  appliquer  l'inégalité  précédente,  et  écrire 


X 
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d'ailleurs  la   iririne   inéiîaiité   s'aiiprKjiic  à   la  fonction  ç(:)=:l,  eu 
sorte  que  l'on  a 


£ 


sin  m  -,     I  2 

-^ dz     < r— r; 

sin  z  m  sin  b 


on  déduil  de  ces  doux  inéL;alilés  la  suivante 


i: 


Sin  c  I  m  sin  (>  |  m  sm  t» 

et  à  fortiori 


X' 


6L 


î'w  sin  b 


cette  inégalité  aurait  encoi-e  lieu  si  la  l'onction  o  (z)  était  croissante  ou 
constante  dans  l'intervalle  (6,  c);  il  suffit,  pour  le  voir,  de  l'applicpier 
à  la  fonction  —  o  (r),  qui  serait  alors  décroissante  ou  constante; 
supposons  maintenant  que  l'on  ait 


et  que  la  fonction  o  (z)  soit,  dans  l'intervalle  {h,  c),  ou  bien  décrois- 
sante ou  constante,  ou  bien  croissante  ou  constante;  en  appliquant  la 
précédente  inégalité  à  la  fonction  <o  (r.  —  z)  considérée  dans  l'inter- 
valle (-  —  c,  i:  —  h),  on  aura 


X 


'^-^     ,  ,  sin  ,nz        I  6L 


sin  z  I         VI  sin  c 

mais  le  premier  memln'e  de  cette  inégalité  n'est  autre  chose  que 

■     ,  ,  sin  m  z   ,     | 

9i-)— : dz  U 

sin  z  I 

comme  on  le  voit  de  suite  en  faisant  la  substitution  z  =  ~  —  ^. 
En  résumé  l'inégalité 

^     ,  ,  sin  riiz    ,     |  6L 

0{Z)—. dz       <  r-^ 

Sin  z  I        n)  sm  a 

est   établi'',  ])onrvu   que   les   deux   nombres  l>,  r  appartiennent   tou^ 
deux  ù  l'un   des  intervalles  (O,  '^'V  (^'^  r.y  <pie  le  plus   pelit  de^ 


i 
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nombres  h,  o,  :: — b,  t.  —  c  soit  égal  ou  supérieur  au  noinhi'e  positif  a, 
que  la  fonction  o  (2)  soit,  en  valeur  absolue,  au  plus  égale  à  L  quand 
2  appartient  à  l'intervalle  (b,  c),  ou  (c,  h),  et  soit  enfin,  dans  cet 
intervalle  ou  bien  décroissante  ou  constante,  ou  bien  croissante  ou 
constante. 

I>a  proposition  à  démontrer  résulte  immédiatement  de  là  ;  si  en 
effet  on  suppose  maintenant  que  les  nombres  &  et  c  sont  compris 
entre  zéro  et  •::  sans  qu'aucun  d'eux  atteigne  l'une  ou  l'autre  de  ces 
limites,  et  que  l'on  puisse  décomposer  l'intervalle  compris  entre  ces 
deux  nombres  en  p  intervalles  pai'tiels  tels  que,  dans  chacun  d'eux 
la  fonction  9  (2)  varie  dans  le  môme  sens,  si  elle  varie,  on  n'aura  qu'à 

sulidiviser,  s'il  y  a  lieu,  celui  des  intervalles  partiels  qui  contient  -on 

deux  autres  admettant  -  comme  limite  commune,  pour  avoir  j)  ■+-  i 

intervalles  partiels  tels  que  l'inégalité  précédente  soit  applicable  à 
chacun  d'eux;  en  ajoutant  membre  à  membre  lesp  +  1  inégalités 
ainsi  obtenues,  on  parviendra  à  l'inégalité  (8). 

Jl  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  h  ai  un  nombre  compris  entre 
zéro  et  t.,  d'ailleurs  ditïérent  de  ces  limiles,  on  a 


/'''  sin  m  :    , 

.    /      —. (/: 

X  Jo      sin  c 


lim.    ,  .  .. ,  

m  =  x  Jo      Sin  z  2 

on  a,  en  effet, 

r'  sin  mz ri  sin  m  z        _    ri  sin  mz 

Jo      sin  -  Jo        sin  ~       "       Jb       sin  z 


dz 


la  première  intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  est  égale  à  -% 

la  seconde  est  moindre,  en  valeur  absolue,  que On  peut  donc 

m  sin  h  '■ 

écrire,  en  désignant  par  0  un  nombre  compris  entre  —  4  et  +  1, 


£ 


sm  niz TC    .        29 


sin  z  2       m  sin  b 


Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'avoir  la  limite,  poui-  m  infini, 
de  l'expression 


/: 


sin  mz 
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en  supposant  fuiijouis  que  l'on  ait 

0  <  6  <  -, 

que,  dans  l'inlervalle  (0,  h)  la  (bnclion  o  (z)  reste  inférieure  ou  égale, 
en  valeur  absolue,  à  un  nombre  positif  fixe  L,  et  enfin  que  l'on  puisse 
partager  l'intervalle  (0,  h)  en  un  nombre  linip  d'inlervalles  partie's 
tels  que  dans  chacun  d'eux  la  fonction  ç  {z)  soit,  ou  bien  décroissante 
ou  constante,  ou  bien  croissante  ou  constante. 

Soit  en  effet  s  un  nombre  positif  arbitraire.  D'après  les  conditions 
imposées  à  la  fonction  o  (;r),  il  est  clair  que  cette  fonction  tend  vers 
une  limite  lorsque  s  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives;  dési- 
gnons cette  limite  par  ç  (+  0);  au  nond)re  e correspondra  un  nondire 
positif  •/;,  tel  que,  sous  les  conditions 

0  <zx<:  r„ 
on  ait 

i  ?  (^0  -  ?  (+ 0)  I  <  - 

Ceci  posé,  désignons  par  [ù  un  nombre  positif  moindre  que  ■/;,  h, 
T.  —  &,  et  tel  que  dans  l'intervalle  (0,  ,3)  la  fonction  g  {z)  soit  ou  bien 
décroissante  ou  constante,  ou  bien  croissante  ou  constante. 

On  aura 

c  (z)  —. dz  —  /     0  (z)  — dz  +        z  (z)  -, dz. 

•  ^  '    sni  -  Jo     ■  sin  c  Jp   '  -  '    sm  z 

La  seconde  intégrale  du  second  membre  peut  se  représenter  par 

f,  G<>  +  1)J- 
^      2/// sin  (3 

en  désignant  par  6'  un  nombre  compris  entre  —  1  et  +  1.  Quant  à 
la  première  intégrale  du  second  mend^re,  on  peut  luii^  appliquer  le 
second  théorème  de  la  moyenne,  et  la  remplacer  par  l'expression 


^  sin  niz  , 
—  d: 


,     r\  sin  mz   ,  ,  /'[ 

,      ^.    ["('  sin  mz   ,         r     n       ^x  /      ^m  T^  sin  mz  , 

où  z  désigne  un  nondjre  compris  entre  zéro  et  iS;  en  remplaçant  dans 
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le  sccûiid  inernl)i'e  de  cette  dernière  égalité  la  première  intégrale  par 


+ 


2       97?  sin  (i 

et,  en  .se  rappelant  que  la  seconde  est,  en  valeur  absolue,  au  jjIus  égale 
à  r,  on  voit  qu'on  peut  écrire  finalement 

X''     ,  ,  sin  mz    ,  -:: 

?('->TiïïT  "=  =  !?•;+ »)  +  '■-' 

R,,  = ^-^  o  (+  0)  +  -^ :-^—  +  £6"::, 

■»?,  sin  [i  2iii;  sm  [ù 

0"  étant,  comme  0  et  0' ,  compris  entre  —  1  et  +  1  ;  il  Qst  clair  qu'on 
peut  choisir  d'abord  le  nombre  s,  puis  le  nombre  ru,  pour  que  R,„  soit, 
en  valeur  absolue,  plus  petit  que  tel  nombre  que  l'on  voudra,  et  que, 
ainsi,  l'intégrale 


i: 


sni  mz 


a  pour  limite  ^  ç  (+  0)  quand  m  augmente  indéfiniment  (i). 

Supposons  que  la  fonction  9  (z)  dépende  d'un  paramètre  ce  et  écri- 
vons-la ç  {x,  z);  supposons  même  que  le  nombre  positif  h  dépende 
aussi  de  ce  paramètre;  si,  pour  chaque  valeur  de  ce  appartenant  à  un 
intervalle  {g,  /(),  la  fonction  de  z,  o  (ce,  ;:),  satisfait  aux  conditions 


(1)  On  a  supposé  dans  ce  qui  précède  m  impair;  ce  cas  est  le  seul  dont  on  aura  hcsuiu 
dans  ce  qui  suit;  mais  il  convient  de  remarquer  que  la  conclusion  à  laquelle  on  vient 
d'arriver  ne  suppose  en  aucune  façon  cette  restriction;  elle  n'est  intervenue  dans  ce 
((ui  précède  que  par  l'égalité 


^1 


mais  on  établira  sans  peine  que  lorsque  «î  augmente  indéflnimeut  par  des  valeurs 
paires  et  positives,  le  premier  membre  de  l'égalité  précédente  a  pour  limite  f  >  ce  qui 
saint  pour  les  dérluclions  ultérieures. 

La  méthode  qu'on  a  suivie  dans  co  paragraphe  permel,  en  imposant  les  mêmes  con- 
ditions à  la  fonction  f  («),  d'établir  l'égalité 


lim.  j\  {:)  sin  wï  "^  =  ^  ^  (+  Q). 


M.  Kronecker  a  donné  à  l'inlégrale  qui  ligure  dans  le  premier  membre  le  nom  d'iulé- 
mrale  de  Dirichlel. 


nSi  TFiKop.iF.  nr:s  fonctions  d'une  VAP.iAni.F. 

précédcmiiieiit  délaillces,  (.'t  ({ireii  (Hitre  l»  et  t: —  l*  ne  soient  jamais 
nuls,  il  esf  clair  qu'on  poui'ra  éciiie 


i: 


,  ,    SU!   \t\Z     ,  -        ^  ,s      ,    - 


Pi„,  (as)  étant  une  quantité  qui,  pour  cliaquc  valeur  de  .{' apparlonani 
à  l'intervalle  ((/,  /i)  tend  vers  zéro  quand  \a  augnienle  indélininienl. 
Il  résulte  en  outre  de  l'expression  de  Fi,„  que,  si  les  valeurs  de  L  et  ]) 
qui  eorresj>ondent  aux  diverses  valeurs  de  x  restent,  tant  ({iie  .r  appai'- 
tient  à  l'intervalle  ((/,  /(),  inférieures  à  des  nombres  lixes,  si  les 
valeurs  de  h  et  île  t  —  b  restent  supérieures  à  un  noinbi-c  lixe; 
si,  en  outre,  la  fonction  o  {x^  z)  tend  uniformément  vers  sa  limite 
ç  {x,  -\-  0)  quand  ;:  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives;  en  sorte 
qu'à  chaque  nombre  positif;  corresponde  un  nombre  positif'/;  tel  que 
l'on  ait 

I  0  {X,  Z)  —  0  {X,  +  0)  I  <  £ 

sous  les  conditions 

g  ^x  ^h,       0  <z  z  <:  -q, 

on  pourra  affirmer  que  R„,  (x)  tendra  uniformément  vers  zéro  pour 
les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (f/,  //),  c'est  à  dire  qu'à 
chaque  nombre  positif  s'  correspondra  un  nombre  entier  posilif  m'  tel 
que  l'on  ait 

£''     ,        X  f^bi  mz    ,  T.      ,  N  i         , 

„  s  1  u  ^-  ^  I 

SOUS  les  conditions 

r/  '^x  ^h,       m  ^  m' . 

Revenons  maintenant  à  la  question  i)0sée  au  début  de  ce  paragraphe 
et  notamment  à  la  formule 

'  r"^-.,  «  X  «in(2n  +  1)  s   , 

\    -^--^i  ^^"-^^-  sm.  '' 
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Supposons  que  la  fonction  f  {x),  finie  et  intégrable  dans  Tinler- 
valle  ( —  K,  +  -),  soit  telle  que  cet  intervalle  puisse  être  partagé  en 
un  nombre  fini  d'intervalles  partiels  tels  que,  dans  chacun  d'eux,  elle 
soit,  ou  bien  décroissante  ou  Constante,  ou  bien  croissante  ou  cons- 
tante; il  en  sera  évidemment  de  même,  relativement  aux  inter- 
valles (O,  '^  "^  '^y  (0,  "  ~  '^  j   des    fonctions   de  z,  f  {x  —  1z)  et 

f  {x  4-  '■Iz),  en  supposant  que  le  nondire  x  appartienne  à  l'inter- 
valle ( —  x,  -t-  -)  ;  supposons  d'abord  qu'il  ne  coïncide  avec  aucune 
de  ces  limites,  les  propositions  précédemment  démontrées  relative- 
ment à  l'intégrale 

sin  1)1  z 


r. 


sm  z 


sont  ap))licables,  et  Ton  aura 

J''"'^^  ,  ,  ^  ,  sin  î7?.  2   ,  ■:-     , 

/'.■«-23)    sinir    d:;=:-/-(j.-0), 

lim.  I      "    /"  (x  +  2z)  -'-"ii^  ^^-  _  ^  ^C^  _^  0), 

m  =  x,J  0  SIU  z  i 

^A..  +  0)  +  f(..-0) 

2 

cette  dernière  limite  ne  sera  autre  cliose  que  /"(j?),  si  la  fonction  f  {x) 
est  continue  pour  la  valeur  considérée  de  a?;  il  résulte  aussi  de 
l'analyse  précédente  que  si  la  fonction  f  {x)  est  continue  dans  l'intei- 
valle  (A,  B),  en  supposant 

—  z  <  A  <  B  <  z, 

et  salislait  en  outre  aux  conditions  précédemment  imposées,  la 
quantité  S,„  tendra  uniformément  vers  sa  limite  fix)  pour  toutes  les 
valeurs  de  a?  qui  appartiennent  à  un  intervalle  quelconque  (A',  B') 
contenu  dans  l'intervalle  (A,  B),  et  tel  que  A'  soit  supérieur  à  A 
et  B'  inférieur  à  B. 

Supposons  maintenant  que  Ton  ait  x  =  —  -,  la  formule  (7)  donnera 
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le  second  membre  peut  être  remplacé  par  la  suhuikmIo  deux  intégrales 
dont  l'une  ait  pour  limites  zéro  et  ^%  l'antre^'  cl  r;  en  faisant  dans 
<cette  deriiic're  la  substitution  z  =^  t.  —  '^,  oii  liouvc  linalement 

Jo  sin  ,-  ./o  siu  ; 

•et  par  conséquent,  en  appliquant  toujours  le  même  ilii''ni(''iiii', 

hm.S,,,  ■=  — ■■ -^ : 

2 

si  l'on  supposait  a?  =  -,  on  trouverait  la  mémo  limite. 

En  résumé  : 

Si  f  (x)  est  une  fonction  finie  dans  l'intervalle  ( —  t:,  4-  -t:),  si  cet 
intervalle  peut  être  décomposé  en  un  nombre  fini  d'intervalles  partiels 
tels  que  dans  chacun  d'eux  la  fonction  f  {x)  soit,  ou  bien  décroissante 
ou  constante,  ou  bien  croissante  ou  constante,  la  série 

-  rt„  4-  (a,  cos  X  +  \\  sin  x)  +  ...  +  {a,,  ces  nx  -h  5„  sin  nx)  +  ... 

où  l'on  suppose 

1  r+Tr 

a-=  -  j         f{x)cofiixdx  (i  =  0,  ],  2,  ...), 

1  r+^ 

hj  =  -   ï        f{x)  sin  jx  dx  {j  =1,2,  3,  ...), 

sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à 
l'intervalle  ( —  ::,  +  ::);  pour  une  telle  valeur,  sa  sonnne  sera  égale  à 

f(x-^  0)  +  f{x  —  0) 

■} 

2 

si  X  n'est  égal  ni  à  —  t.,  ni  à  -f-  ::;  dans  ces  deux  derniers  cas,  cette 
somme  est  égale  à 

f{-r.  +  0)  +  r{r.-0) 


Si  la  fonction  f{x),  que  l'on  suppose  toujours  satisfaire  aux  condi- 
tions précédentes,  est  continue  dans  l'intervalle  (A,  B),  en  supposant 

—  z-<;A<B<7: 
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et  si  A',  B'  désignent  deux  nombres  tels  que  l'on  ait 

A  <  A'  <  B'  <  B, 

la  série  sera  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (A',  B')  et  y 
représentera  fÇv);  enfin  si  la  fonction  f  {x)  est  continue  dans  tout 
l'intervalle  ( —  r,  +  ::)  et  si  l'on  a 

la  série  sera  uniformément  convergente  dans  ce  même  intervalle  et 
y  représentera  f{x). 

Il  est  à  peine  utile  de  faiie  remarquer  que  la  somme  d'une  série 
trigonométrique  supposée  convergente  est  une  fonction  périodique 
de  X,  en  sorte  que  les  valeurs  de  cette  somme  se  déduisent,  quel  que 
soit  a?,  des  valeurs  relatives  à  l'intervalle  ( —  ::,  -f-  z). 

Les  formules  qui  donnent  les  coefficients  a,,  b^  montrent  que 
si  f{x)  est  une  fonction  impaire,  tous  les  coefficients  a  sont  nuls; 
au  contraire  si  f{x)  est  une  fonction  paire,  tous  les  coefficients  h 
sont  nuls. 

Le  théorème  précédent  permet  de  consruire  des  séries  dont  les 
sommes  sont  des  fonctions  continues  ou  discontinues  dans  l'inter- 
valle ( —  T.,  4-  Tt),  fonctions  qui  peuvent  être  définies  dans  des  portions 
de  cet  intervalle  par  des  lois  algébriques  différentes  ;  je  me  contenterai 
d'indiquer  les  résultats  suivants. 

La  série 

sin  X       sin  3x       sin  5j?  sin  (2n  -i-  l)  x 

^  +  ^r  -^  -1-  +  -  +  — 2i7qrr-  +  ■■■■ 

est  convergente  quel  que  soit  a?;  si  a;  est  compris  entre  zéro  et  t.,  sa 

somme  est  -';  cette  somme  est  au  contraire  —  -  si  x  est  compris 
•4  4 

entre  zéro  et  —  -;  elle  est  nulle  si  x  est  égal  à  zéro  ou  <à  t.. 

On  a 

X sin  X       sin  2x       sin  Sx 

2  ~  ~1  2        '        3  ■■■ 

pour  X  compris  entre  —  tî  et  4-  t:;  si  l'on  a  a;  =  ±  z,  la  somme  de 
la  série  est  nulle. 
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NOTES  ET  CORRECTIONS 


1 

§  4G;  pase49;  ligne  20. 
Le  nombre  r,  doit  être  tel  que  l'inégalité 

I  P.  -nl^e 

ait  lieu  quel  que  soit  n  ;  il  est  toujours  possible  de  le  clioisir  de  façon 
qu'il  en  soit  ainsi;  car  il  résulte  immédiatement  de  l'hypothèse  que 
les  nombres  jjj,  j?2,  ...  sont  tous  inférieurs  en  valeur  absolue  à  un 
certain  nombre  positif  A  ;  il  suffira  donc  de  supposer 


II 

§6G;  page  80;  ligne  27. 
dont  la  limite,  pour  n  infini,  est  égale  à  un  ;  Usez  :  ...  est  égale  à  \x-\. 


III 


§67;  page  84. 
Siu-  la  l'ègle  de  llaabe  et  Duhamel  ('). 


(1)  Cette  règle  a  été  donnée  par  Raabo,  eu  1832,  dans  le  tome  X  du  Zeitschrift  f/tr 
Mathematikwnd  Pliysik  de  Baumgartucr,  puis,  en  1838,  par  Duhamel  dans  le  tome  IV  du 
Journal  de  Lioxiville. 
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J'ai  négligé  de  donner  cette  règle,  qui  peut  dans  la  plupart  des  cas 
être  remplacée  parcelle  que  l'on  trouve  à  la  page  menlionnée  ci-dessus; 
toutefois,  comme  les  deux  théorèmes  ne  sont  pas  identiques,  que  la 
règle  de  Raabe  donne  dans  certains  cas  des  indications  que  ne  fournit 
point  la  règle  de  Gauss  et  que  sa  démonstration  est"  très  simple,  il 
convient  de  ne  pas  la  laisser  de  côté.  Voici  en  quoi  consiste  cette  règle. 

Soit 

(V)  i\  +  i\  +  ...  +  v„  +  ... 

une  série  à  termes  positifs,  et  soit 


n 


si,  en  désignant  par  p  un  nombre  entier  positif  et  par  a  un  nombre 
quelconque  plus  grand  que  un,  on  a 


pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  p,  la  série  est  convergente; 
si,  au  contraire,  pour  les  mêmes  valeurs  de  n,  on  a 

a„  ^  h, 

en  désignant  par  h  un  nombre  plus  petit  ([ue  un,  la  série  est  diver- 
gente. Enfin  si,  pour  n  infini,  a„  a  pour  limite  l'unité,  il  y  a  doute. 

La  démonstration  repose  sur  la  remarque  suivaiite,  que  le  lecteur 
déduira  immédiatement  du  paragraphe  65  : 

Soient  les  deux  séries  à  termes  positifs 

(U)  U^   +   «2    -+■    ...    +    lin    +    ■••, 

(V)  t'i  +  i\  +  ...  +  v„  +  ...; 

si  la  série  (U)  est  convergente  et  si  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  qui  dépassent  un  certain  nombre  positif  jj, 

r„    ^^    ît„ 
la  série  (V)  est  aussi  convergente;  en  efïet,  si  l'on  suppose  que  cette 
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inégalité  ait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  on  aura,  quel  que  soit  n. 


"«  ^^  ""i  ' 

au  contraire,  si  la  série  (U)  est  divergente,  et  si  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  qui  dépassent  une  certaine  limite  lixe,  on  a 

la  série  (V)  est  divergente. 

Prenons  maintenant  pour  la  série  (U),  comme  au  paragraphe  67, 
la  série 

1         1  1 


"  (-^)' 


1-^^' 


(3„  ayant   pour   limite  r,   quand  n  grandit   indéfiniment;    dès   lors 
supposons  qu'en  posant 

V„-n  1 


on  ait,  pour  les  valeurs  de  )i  supérieures  à  2^-, 

a„  :>  a  >>  1  ; 

on  prendra  r  compris  entre  a  et  un;  puisque  ^j^  a  pour  limite  r,  il 
existera  un  nombre  positif  g,  supérieur  ou  égal  à  jj  et  tel  que  l'on  ait 
pour  les  valeurs  de  n  plus  grandes  que  g, 

|S,.  <a; 
on  aura  donc,  pour  n  >-  g, 

Vn  +  X  '^,4-l. 
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d'ailleurs  la  séi'ie  (U)  est  convergente  puisque  r  est  plus  grand  que 
un  :  la  série  (V)  est  donc  aussi  convergente.  Quant  à  la  seconde  partie 
de  la  règle,  elle  s'établit  de  la  même  façon. 

Comparons  cette  règle  à  celle  de  la  page  84,  ou  plutôt  à  la  suivante 
qui  est  un  peu  plus  large  et  qui  se  démontre  de  la  même  façon  : 

Si  dans  la  série  à  termes  positifs 

(V)  v^-hv,-\-  ...  +  r,  +  ..., 

le  rappoi't  -^^  peut  se  mettre  sous  la  foi'me 

r  étant  un  nombre  fixe  et  £„  une  quantité  telle  que  la  série 

(E)  £j    +    £2    +...    +    c„    +    ... 

soit  absolument  convergente,  la  série  (V)  sera  convergente  si  l'on 
a  r  >-  i,  divergente  si  l'on  a  r  ^  1. 
De  l'éffalité 


1  — - 

n 


on  tiie 


n 


si  la  série  (E)  est  absolument  convergente,  il  est  impossiljle  que  le 
produit  I  nt,^  \  reste,  pour  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine 
limite,  plus  grand  qu'un  nombre  positif  .fixe;  si  ce  produit  a  une 
limite,  cette  limite  est  nulle,  et  l'on  a  alors 


lim  y., 


dans  ce  cas,  sir  est  différent  de  un,  les  (l(^ux  règles  sont  équivalentes. 
La  dernière   règle  donne  des   indications   sur   la  divergence  ou   la 
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convergence  de  la  série  (V),  que  ne  fournirait  point  la  règle  de  Raabe 
si  l'on  a  r  =  1,  ou  si  le  produit  n£„  ne  tend  pas  vers  une  limite: 

mais,  d'un  auli'e  côté,  si  le  rapport  -^^  se  met  sous  la  I'oituo 


1  —  -  +  e„, 
n 

r  étant  un  nombre  fixe  autre  que  un  et  s„  une  quantité  telle  que  le 
produit  nt„  ait  pour  limite  zéro,  la  règle  de  Raabe  permet  toujours 
de  décider  de  la  convergence  ou  de  la  divergence  de  la  série;  or  il 
peut  se  faire,  dans  ce  cas,  que  la  série 


soit  divergente,  en  sorte  que  l'autre  règle  ne  serait  pas  applicable. 
C'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si  l'on  avait 


n  log 


IV 

§  74;  page  103;  ligne  2. 
inférieure  à  2A,  lisez  :  inférieure  à  A  +  \  f  (a) 


V 


125;  page  214. 


Une  ei-reur  de  notation  s'est  glissée  dans  la  rédaction  de  ce  para- 
graphe :  la  fonction  que  Gauss  désigne  par-  11  (x)  n'est  autre  chose 
que  r  {x  -f-  1);  c'est  à  tort  que  j'ai  employé  le  symbole  II  (x)  pour 
désigner  l'inverse  de  la  fonction  T  (x  -h  i). 
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VI 

§136;  page  232. 

Sur  la  formule  des  accroissements  finis. 

Cette  formule  est  susceptible  d'une  généralisation  différente  de  celle 
qu'on  trouve  au  paragraphe  146. 

Soit/'(,r)  une  fonction  qui,  dans  l'intervalle  (a,  h),  adinelte  des 
dérivées  première  et  seconde,  f  {.r)  et  f"  (x),  finies  dans  l'intervalle 
considéré. 

Soit  X  un  nombre  appartenant  à  l'intervalle  (a,  h)  et  h^,  h^  deux 
nombres  tels  que  x  +  7^,  x  +  /i,,  x  +  h^  -\-  h^  appartiennent  aussi 
au  même  intervalle;  posons 

la    fonction   de  x,  f^  {x),   admettra   une   dérivée    dans    l'intervalle 
{x,  X  +  h^)  ou  (x  +  /i-j,  x)  et  cette  dérivée  sera 

f[(sr)  =  r  {x  +  h,)-f{x); 

ceci  posé  on  a,  en  désignant  par  O^  un  nombre  compris  entre  zéro  et  un, 

A  (.'^ +  /',)- A  (.'•)  =  ^  /^(x  +  e,/*,) 

=r  /',[/■'   {.r  +  Ô,/l,  +  h,)  -  f   {x  +  OJU)]. 

Or,  en  vertu  de  la  même  formule,  la  quantité  entre  crochels  peut 
être  remplacée  par  h^  f"  {x  -h  HJii  ■+■  ^Ji^),  en  désignant  par  Oj  un 
nombre  compris  entre  zéro  et  un;  on  aura  donc  finalement 

=  f(x  +  h,  +  h,)  ^f(x  +  h,)  -  f{x  4-  h,)  +  f{x) 

On  trouvera  de  même,  en  supposant  que  dans  l'inteivalle  (a,  fe), 
la  fonction  f{x)  admette  des  dérivées  finies  jusqu'au  ?i '*=■"'  ordre  /'  (x), 
f"  (x),  . . . ,  /"""  {x)  et  que  les  nombres 

X   +   /lj,  X   +   /«2,    ...,  X   -h   /*„, 

X  +  h^  -\-  /«a,        X  4-  /tj  -+-  /ta,  ...,        X  -h  /'«-i  +  /'„, 
X  4-  /*i  -f-  /(,  4-  ...  4-  /'„ 
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appartienaeiil,  ainsi  que  .r,  à  l'intervalle  (a,  6), 

f{x  +  h,  +  /(,  +  ...  +  K)  —  lf(x  +  /«i  +  h,  +  ...  +  hn-l) 
+  lf{x  +  /il  +  h,  +  ...  +  /i„_2)  —  ...  ±  2/" (a;  4-  /O 
i^  /'(.x)  =  //j/i,  ...  /i.„  p'  (a;  +  6i/(i  +  Ôj/t^  +  ...  +  e„^„)  : 

dans  le  second  membre  0j,  6^,  ...,  0„  désignent  des  nombres  compris 
entre  zéro  et  un;  dans  le  premier  inembre  chaque  sommation  s'étend 
à  tous  les  termes  qui  se  déduisent  du  terme  écrit  en  remplaçant  la 
suite  des  indices  par  les  autres  combinaisons,  du  même  ordre,  des 
nombres  1,  2,  ...,  n. 

Si  la  fonction  f^"^  {x)  est  continue  pour  la  valeur  considérée  de  la 
variable,  on  voit  que  le  premier  membre,  divisé  par  /«-j,  /s^,  ...,  /i„, 
a  pour  limite  f-"^  (x)  quand  les  quantités  /<j,  Z^,  ...,  h„  tendent  vers 
zéro;  d'une  façon  plus  précise,  si  l'on  désigne  par  o  {x,  h^,  /;,,  .••,  K) 
ce  premier  membre,  on  peut  affirmer  qu'à  chaque  nombre  positif  s 
correspond  un  nombre  positif  -rj  tel  que  l'on  ait 

I  '4'^2    •••    "il 

sous  les  conditions 

0  <  I  /*i  1  < -r;,       {i=\,2,  ...n). 
Je  dois  cette  note  à  M.  Darboux. 
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